COMPOSITION A
X-ENS 2020 — MP

Le but de ce probleme est d’étudier certains aspects de la diagonalisabilité des matrices symétriques a
coefficients rationnels. Ces matrices sont diagonalisables dans R, mais il se trouve que leurs valeurs propres
ne peuvent pas prendre n’importe quelle valeur réelle. Le principal objectif de ce probléme est de caractériser
les nombres réels qui apparaissent comme valeurs propres de matrices symétriques a coefficients rationnels.

Notations
Dans tout le probléme, si n et m sont des entiers naturels non nuls et K est un corps,

— on note 4, (K) I'ensemble des matrices & m lignes et n colonnes a coefficients dans K ainsi que
My (K) = M, n(K) ensemble des matrices carrées de taille n & coefficients dans K ;

— on identifie ’espace vectoriel K™ a I’espace vectoriel des vecteurs colonnes ., 1(K);
— on note .%,(K) Pensemble des matrices symétriques carrées de taille n a coefficients dans K ;

— 81 A € My (K), on note AT la matrice transposée de A et, si m = n et avec un abus de notation,
xa(X) =det(XI, — A)

son polynoéme caractéristique, qui est donc un polynéme unitaire ;

— si q1,...,qn sont des éléments de K, on note diag(qi,...,qn) la matrice diagonale de taille n de
coefficients diagonaux qi, ..., qn-

PARTIE 1

1. Exhiber une matrice M dans .#5(Q) dont v/2 est valeur propre.
2. Le but de cette question est de démontrer que v/3 n’est pas valeur propre d’une matrice de S»(Q). On
suppose qu'il existe M dans .%3(Q) telle que /3 est valeur propre de M.
(a) En utilisant I'irrationnalité de v/3, montrer que le polynéme caractéristique de M est X2 — 3.
(b) Démontrer que pour tout entier relatif n, n? est congru & 0 ou 1 modulo 3.
(c) Démontrer qu’il n’existe pas de triplet d’entiers (x,y, z) premiers entre eux dans leur ensemble tel
que 22 4+ y? = 322
(d) Conclure.

3.(a) On se donne q dans Q, n dans N* et une matrice A dans .7,,(Q) telle que A% = ¢I,,. Construire une

0 A

(b) Démontrer que pour tout entier d vérifiant d > 1, il existe n dans N* et des matrices My,..., My
dans 7, (Q) qui commutent deux a deux et telles que M,f = kI, pour tout entier 1 < k < d.

matrice B dans .%%,(Q) commutant & la matrice (A 0) et telle que B? = (q+ 1) Ioy,.

(¢) Soit d > 1 un entier. En déduire, pour ¢1,...,qq dans Q, avec g; > 0, qu’il existe n dans N* et des
matrices My, ..., My dans .%,(Q) qui commutent deux & deux et telles que M? = ¢;I,, pour tout
1<i<d.

4. Le but de cette question est de montrer que /2 n’est pas valeur propre d’une matrice symétrique &
coefficients dans Q. On raisonne par ’absurde, supposant 'existence d’une matrice M dans .7,(Q)
(pour un certain n) dont /2 est valeur propre.

(a) Démontrer que X° — 2 divise le polynome caractéristique de M. (On pourra commencer par démon-
trer que /2 n’est pas rationnel).
(b) Conclure.

5. Pour n dans N*, construire une matrice M de .#,(Q) dont cos(2Z) est valeur propre. (On pourra
commencer par construire une matrice orthogonale & coefficients dans Q qui admet €27/
propre).

pour valeur



PARTIE II
Soit P un polynome unitaire de degré d > 1 a coefficients complexes que 1’on écrit sous la forme
P=ay+a1 X +aX’+ - +ag_1 X1+ X
On suppose ag # 0. On note Ay, ..., g les racines de P dans C (avec multiplicité). On définit
YneN*" N,=A"+X\3+---+A].
6. Soit @ le polynéme réciproque de P défini par Q(X) = XdP(%). Démontrer

Q=1+ag 1 X+ -+ X7 +aX=(1-MX)(1—-XX) (1 - X\gX).

7. OndeﬁnltlafonctlonfdeR\{ st g }danstarf( )—%

Démontrer qu’il existe r > 0 tel que f est développable en série entiére sur | —7;7[, et que le dévelop-
pement en série entiere de f en 0 s’écrit

Veel—rr[, flz)= —ZNn+1$"
n=0

8(a) Démontrer que si ag,...,aq—1 appartiennent a Q, alors il en va de méme pour N,, pour tout n > 1.
(b) Réciproquement, démontrer que si ¥n € N* N,, € Q, alors ao, ..., a4—1 sont rationnels.
d
(¢) En déduire que si 1, ..., g sont des nombres complexes et si P = H(X — i), alors
i=1

d
PeQX]<=Vn>1) u'eQ.

i=1
9. Soit n et m deux entiers supérieurs a 1 et a1, ...,an, B1,- .., Bm des nombres complexes. On définit
A=X-a))X —az)-(X—a,) e¢ B=(X-01)(X—=02) (X —0m) .
Démontrer que si A et B sont a coefficients rationnels, alors

m

NI - eQix] et JI]]X -e-8)€QlX].

i=1j=1 i=1j=1
PARTIE 111
On dit qu’un nombre complexe z est totalement réel (resp. totalement positif) 8’il existe un polynome unitaire
a coefficients rationnels tel que

(i) z est une racine de P, et

(ii) toutes les racines de P sont dans R (resp. dans R™).

10. Soit M dans .#,(Q). Démontrer que les valeurs propres de M sont totalement réelles.

11.(a) Démontrer que I’ensemble des nombres totalement réels est un sous-corps de R. (On pourra utiliser
le résultat de la question 9).

(b) Démontrer que ’ensemble des nombres totalement positifs est inclus dans R*, est stable par addi-
tion, multiplication, et que l'inverse d’un nombre totalement positif non nul est totalement positif.

12. Soit # dans C. Démontrer que z est totalement réel si et seulement si 22 est totalement positif.



PARTIE IV

Le but de cette partie est de démontrer que, réciproquement, tout nombre totalement réel est valeur propre
d’une matrice symétrique a coefficients dans Q.

On note R I’ensemble des nombres totalement réels et on admet qu’il existe une fonction ¢ : R — Q vérifiant
les deux propriétés suivantes :
(i) pour z et y dans R et A et u dans Q, on a t(Ax + py) = At(z) + pt(y)

(ii) pour x totalement positif, on a t(x) > 0 et I'égalité est stricte si x # 0.

On considére un nombre z totalement réel non nul. Par définition, il existe un polynéme unitaire Z dans
Q[X] dont z est racine. On écrit Z sous la forme

Z=X%"—(ag_1 X 4+ a1 X +ap)

avec d dans N* et a; dans Q pour tout ¢ € [0;d — 1]. On suppose que Z est choisi de fagon & ce que d soit
minimal parmi les degrés des polynomes unitaires P de Q[X] tels que P(z) = 0.

On considere la matrice S de taille d x d dont le coefficient (i,5) vaut t(2**7) pour 1 <4,j < d.

Pour X et Y dans R%, on pose B(X,Y) = XTSY.

13.(a) Démontrer B(X,X) > 0 pour X dans Q% vérifiant X # 0.
(b) En déduire que la matrice S est inversible.
14. Démontrer que B est un produit scalaire sur R%.
15.(a) Démontrer qu'il existe une base (e1,...,eq) de R? avec e; € Q¢ pour tout i et B(e;,e;) = 0 pour
i
(b) En déduire qu’il existe P dans GL4(Q) et g1, ..., qq dans Q, avec ¢; > 0, tels que

S:PT-diag(th-’Qd)'P-

On pose
0O ... ... 0 ap
1 ai
M=o
1 0 ag_o9
0O ... 0 1 ag-1

16. Calculer le polynoéme caractéristique de M.
17.(a) Vérifier que la matrice SM est symétrique.
(b) En déduire que la matrice RMR™! est symétrique ot R = diag(\/q1, - - -, /qa) - P-

18. Construire une matrice symétrique a coefficients rationnels dont z est valeur propre.



COMPOSITION A
X-ENS 2020 — MP

PARTIE 1
1. Soit M = (1 L ) Alors M € .%(Q) et xar = X% — 2, donc | M € .%(Q) et v/2 est valeur propre.
1 -1
2.(a) Puisque v/3 n’est pas rationnel, yas n’est pas scindé sur Q. Soit alors R le reste de la division

euclidienne de s par X2 — 3. Puisque Q est un corps, R appartient & Q[X]. On a de plus 0 =
xa(V3) = R(v/3) puisque v/3 est racine de X2 —3. Si R est de degré 1, alors, par relation coefficients-
racines, v/3 est rationnel, ce qui n’est pas vrai. Donc R est un polynéme constant, et est donc nul.

Ainsi X? — 3 divise y5s. Comme ce dernier est unitaire de degré 2, on a

Soit n un entier relatif. Si 3 | n, alors 3 | n2. Sinon n = £1 (mod 3) et donc n? =1 (mod 3). Ainsi

’ n? est congru & 0 ou 1 modulo 3. ‘

Soit (z,y, z) un triplet d’entiers vérfiant 22 + y? = 322. D’apres ce qui précéde z2 + y? est congru
a 0, 1 ou 2 modulo 3, selon qu’aucun, un seul ou les deux parmi = et y sont divisibles par 3.
Puisque 322 est divisble par 3, on en déduit que z et y le sont aussi et donc z? + y? est divisible
par 9. Par conséquent 322 est divisible par 9, donc 22 est divisble par 3 et, en appliquant & nouveau
la question précédente, z est divisble par 3. Il en résulte que 3 divise =, y et z. Par conséquent

’ il n’existe aucun triplet d’entiers premiers entre eux dans leur ensemble tel que 2% 4 y? = 322. ‘
Soit M dans .#2(Q) ayant X2—3 comme polynome caractéristique. Alors tr(M) = 0 et det(M) = —3.
a b
b —a

On en déduit qu’on dispose de a et b dans Q tels que M = < ) et a2 +b? = 3. On écrit a = ¢

v

(us)? + (rv)?
0s)?

(us)? + (rv)? = 3(vs)?. On pose alors d = pgcd(us,rv,vs), © = us/d, y = rv/d et z = vs/d. Ainsi z,

y et z sont entiers, premiers dans leur ensemble et vérifient 22 + y2 = 322. Par contradiction avec la

r
et b = — avec r, s, u et v entiers, et vs # 0. Il vient a® 4+ b? = = 3 et donc
s

question précédente : | aucune matrice dans . (Q) n’admet /3 comme valeur propre.

Soit B = 4 I . Alors B € %,(Q) par symétrie de A, B A 0) _ (40 B =
I, —A 0 A 0 A

<QIn A ) et B2 = (q+1)Iy, :| B € %,(Q), commute & <A

0) et vérifie B2 = (q+ 1)I2,.
A

A —ql, 0
On raisonne par récurrence. Pour d dans N*, on note (Hy) le prédicat : il existe n dans N* et des
matrices My,..., My dans .,(Q) qui commutent deux & deux et telles que M, ,? = kI, pour tout

entier 1 < k <d.
Pour d = 1, en prenant n = 1 et M = I, on déduit que (H;) est vrai. Soit d dans N* tel que (Hy)
est vrai. On dispose donc de n dans N* et de matrices My, ..., My dans .7,(Q) qui commutent deux

M
a deux et telles que M? = kI,, pour tout entier 1 < k < d. On pose alors m = 2n, M} = k0
0 My
Md In
In _Md
Zm(Q). Les matrices M}, commutent entre elles pour k < d car c’est le cas pour les matrices My,
My Mgy My,
My —MpM;y
déduit que (Hg11) est vrai. Le principe de récurrence permet donc de conclure

pour k dans [1;d] et M}, , = ( > Alors par construction toutes ces matrices sont dans

et ona MyM}, , = M) M = ( ) Enfin pour k < d+1, (M})? = k?I,,. On en



(c)

(b)

Pour tout d dans N*, il existe n dans N* et des matrices My, ..., My dans 7, (Q) qui commutent
deux a deux et telles que M,? = kI,, pour tout entier 1 < k < d.

Soit g1, ..., qq dans Q, avec ¢; > 0. On dispose de ay, . ..,aq €t by, ...,by dans N* vérifiant, pour tout

. a; . . .

i dans [1;d], ¢; = b—l On note alors m = max(ay, ..., aq,b1,-..,bq). D’apres la question précédente
i

on dispose de n dans N* et de matrices Ny,..., N, dans .%,(Q) qui commutent deux & deux et

telles que N ,f = kI, pour tout 1 < k < m. En particulier toutes ces matrices sont inversibles et on
peut poser M; = NaiNb_,-l pour 1 < ¢ < d. Toutes ces matrices commutent entre elles, car les Ny
commutent entre elles, et sont symétriques car les Ni le sont et commutent entre elles, et donc les
M; appartiennent a .7, (Q). Enfin on a, toujours par commutativité, M? = N2, Nb:2 = ¢;1,,. Ainsi

My, ..., My appartiennent a .7, (Q), commutent deux & deux et vérifient M? = ¢;I,, pour 1 <
i <d.

Soit R le reste de la division euclidienne de s par X* — 2. Alors R appartient 4 Q[X] et R(V/2) =
X (¥/2) = 0 puisque /2 est racine de X2 —2. Si R n’est pas nul, on dispose de (a, b, c) rationnels tels
que a+by/2+ /4 = 0. Quitte & diviser par leur pged, on peut supposer a, b et ¢ premiers entre eux
dans leur ensemble. Si a est pair, on peut diviser cette relation par /2 et obtenir b+c/2+ % Vi=o.

a b
Si b est également pair, on a également ¢+ 5 V2+ 5 /2. Comme a, b et ¢ ne sauraient étre tous trois

pairs, on en déduit que, quitte & modifier a, b et ¢, on peut supposer que a est impair. On remarque
alors qu'on a, en multipliant la premiére équation par /2 puis par /4

a b c 1

0
2c a b J21=10
2b 2¢ a V4 0

. a bc A . . . p . . . .
et donc que la matrice (%c g b) ne saurait étre inversible. Mais son déterminant est impair puisque
c a

somme de a? et de termes pairs. Cette contradiction assure R = 0 et donc ‘ X3 — 2 divise x . ‘

On en conclut que si une telle matrice M existe, alors j4/2 est valeur propre de M. Comme cette
matrice est symétrique réelle, le théoréme spectral assure que c’est impossible et donc

’ aucune matrice symétrique & coefficients rationnels n’admet /2 comme valeur propre. ‘

5. Soit n dans N*. La matrice de permutation, qui est aussi la matrice compagnon du polynéme X" — 1,

i

1
1 0

] ), admet X™ — 1 comme polyndme caractéristique (et polyndme minimal). Comme ses
(0) 10

vecteurs colonnes forment une base orthonormée, c¢’est aussi une matrice orthogonale. On note A cette
matrice et son spectre est ’ensemble des racines n® de 1'unité, chacune avec multiplicité 1. On pose
M = 1(A+ AT). Alors M € .,(Q) par construction. On a aussi M = (A + A™!) puisque A est

orthogonal. Si X est un vecteur propre pour A associé & e*™/" on a A7'X = e 27/7X et donc

MX = cos(2%). Ainsi | M appartient a .7,,(Q) et admet cos(22) comme valeur propre.

n

PARTIE II

d d d

e . 1
6. PardeﬁnltlomonaQ:ZakX k:aOXd+~-~+ad,1X—|—letQ:XdH(Y—)\Z-):H(l—)\iXL

k=0 i=1 i=1

e [Q=1+ai 1 X+ +a X +agX? = (1 - MX)(1— hX) - (1 \X),|

7. Si p est une racine de @@ de multiplicité m, on a @ = ag(X — u)™R avec R(u) # 0. On a donc
Q' = ag(X — )™ ' (mR+ (X — p)R'). On a donc (ng’;)Q = mRJr()I;*“)R et cette faction admet m




T

comme évaluation en p. On en déduit f(z) = Z
k=1
sans multiplicités et my leurs multiplicités. Chacun des termes de la somme est développable en série

entiere avec un rayon de convergence égal a p. En posant » = min ITl‘\’ ce qui est licite par finitude et
non nullité des racines de P, et puisque les racines de () sont les inverses de celles de P, on en déduit

, o les (py) sont les racines de @) comptées
L=tk

que ’ f est développable en série entiere sur | — 7;7[. ‘

1l vient, sur | —r;r|,

r +oo
_kz: % Z:O/«L;Z”x” ou encore  f(z) Z (Z mipty," )
—1 n=

n=0

ce qui peut s’écrire, puisque les uy sont les inverses des \; et en tenant compte des multiplicités

o]
= — Z Nn+1l‘n.
n=0

8(a) Siayg,...,aq—1 appartiennent & Q, alors f est une fraction rationnelle & coefficients rationnels. Il en
va donc de méme pour toutes ses dérivées et donc I’évaluation en 0 de ces dérivées est rationnelle.

. BT _ o)
Or pour tout entier n supérieur a 1, on a N,, = — (n —) et donc

(b) Si, pour tout entier n dans N*, N,, est rationnel, alors f et toutes ses dérivées prennent des valeurs
rationnelles en 0. On va démontrer par récurrence forte sur k dans [0;d] le prédicat (Hy) : QF)(0),
et donc ag_j, sont rationnels.

Pour £ = 0, on a Q(0) = aq = 1, donc (Hp) est vrai. Supposons (H;) vrai pour 0 < ¢ < k avec k
dans [0;d — 1]. On a, par formule de LEIBNIZ et en tenant compte de Qf = @',

L AN ,
(k+1)!agg—1=Q*1(0) = Z(.)Q(l)(o)fk’(O)EQ

1
=0

et donc (H;y1) est vrai. Par principe de récurrence finie, ‘ ao, . - .,a4—_1 sont rationnels. ‘

(c) Les deux questions précédentes, jointes au fait qu'un polyndme est a coefficients rationnels si et
seulement si son polynéme réciproque l’est, donnent directement le résultat dans le cas ou P

n’admet pas 0 comme racine. Or, pour tout k& dans N, P € Q[X] <= X*P € Q[X] et la
d

somme Z,uf est indépendante de la multiplicité, éventuellement nulle, de la racine 0. Il en ré-
i=1

d
sulte | P € Q[X] <= VYn>1) u'€ Q.
i=1
9. On note N, (A), N, (B), Np(P) et N,(Q) les quantités N, déﬁnies a la question précédente relatives

n m

respectivement aux polyndémes A, B et H H( — a;05) et H H — a; — ;). Pour n dans N*,

i=1j=1 i=1j=1
n

on a donc N, (P) = N,(A)N,(B) et N,(Q) = Z (Z) Ni(A)N,,—(B). Si A et B sont & coefficients
k=0

rationnels, il résulte de la question précédente que les quantités N, (A) et N, (B) sont rationnelles pour

tout entier n dans N*, et les formules précédentes montrent qu’il en va de méme pour les quantités

N, (P) et N,(Q). La question précédente permet donc de conclure que

n m n m
les polynémes H H(X — o f35) et H H(X — oy — f3;) sont aussi & coefficients rationnels.
1=1j=1 i=1j=1




PARTIE III

10. Une valeur propre de M est racine de xas. De plus xar # 0 et xar € Q[X]. Il résulte du théoréme
spectral que toutes ses racines sont réelles et donc

‘ toutes les valeurs propres de M sont totalement réelles. ‘

11.(a) Puisque 1 est racine de X — 1, il est totalement réel. Soit « et § totalement réels. On dispose de A
et B deux polynémes unitaires de Q[X] n’ayant que des racines réelles et admettant respectivement
« et B comme racines. Si 8 est non nul, B n’est pas un monoéme, et donc le polynéme réciproque
de B appartient & Q[X] et n’est pas constant. On note B le polynome unitaire associé & ce dernier.
Ses racines sont les inverses des racines non nulles de B, donc toutes réelles, et % en est racine. Le
polynéme (—1)9°8(4) A(—X) est également unitaire, dans Q[X], & racines toutes réelles car opposées
a celles de A, et —a en est racine. On introduit les polynémes P et ) définis a la question 9.
D’aprés cette question ils sont unitaires et dans Q[X]. De plus toutes leurs racines sont réelles
puisque R est un corps, et parmi celles-ci il y a respectivement af et o + 8. Il en résulte que

I’ensemble des nombres totalement réels est un sous-corps de R. ‘

(b) Avec les notations de la question précédente, B, P et @ sont & racines dans R, puisque R est
stable par inverse et R, est stable par addition et multiplication. En particulier « est inclus dans
R puisque c’est une racine de A. Il en résulte que

I’ensemble des nombres totalement positifs est inclus dans R™T, est stable par addition, multipli-
cation, et I'inverse d’un nombre totalement positif non nul est totalement positif.

12. Si 22 est totalement positif, on dispose de P dans Q[X], unitaire, & racines toutes réelles positives, dont
22. On note Q = P(X?), alors Q est dans Q[X], unitaire et admet 2 comme racine. Ses racines sont les
racines carrées dans C de celles de P et sont donc toutes réelles. Réciproquement si = est totalement réel,

on dispose de P dans Q[X], unitaire, & racines toutes réelles, dont . On note p1, . .., 14 les racines de P
d

comptées sans multiplicité. D’apres la question 8c, pour tout n dans N*| Z ur € Q. Soit @ le polyndéme
k=1
d d
H(X — p2). Pour tout n dans N*, on a Z(ui)” € Q et donc, d’aprés la question 8¢, @ € Q[X].
k=1 k=1
Comme il est unitaire, admet 22 comme racine et que toutes ses racines sont des carrés de nombres réels,

donc positifs, on peut conclure que ‘ x est totalement réel si et seulement si 22 est totalement positif. ‘

PARTIE IV

13.(a) Soit X dans Q? avec X # 0. On note X = (x1,...,24)T de sorte quon a

B(X,X)= Z wixt(277) =t Z xi2tw;z

1<i,j<d 1<i,j<d

d
et donc, en posant u = Z z;2"7' ona B(X, X) = t(2%u?). D’aprés la question 11, u est totalement
i=1
réel puisque z l'est. D’aprés la question 12, u? et 22 sont totalement positifs, et donc leur produit
aussi d’apres la question 11. Comme u est un polynéme en z de degré strictement inférieur a d,

il est non nul. Comme z non plus, u?22 n’est pas nul et totalement positif. Par hypotheése sur t,

B(X,X) > 0.
(b) Ilrésulte de la question précédente que, pour tout X dans Q¢ non nul, SX est non-nul. Autrement dit

l'application X — SX de Q¢ dans lui-méme est injective, entre deux Q-espaces vectoriels de méme
dimension finie. Elle est donc surjective. On dispose donc d’une famille libre de Q¢ dans I'image



de S. Cette famille admet donc un déterminant non nul et est donc une famille libre de R?. Par
conséquent S est surjective de R¢ dans lui-méme. Par dimension on en conclut que‘ S est inversible.

14. Par bilinéarité du produit matriciel, B est une forme bilinéaire. Elle est symétrique car S l'est et qu’une
matrice de taille 1 est invariante par transposition. Par densité de Q dans R, Q¢ est dense dans R¢
et donc la question précédente permet d’obtenir que B(X, X) est positif pour tout X dans RY. Par
conséquent S est une matrice symétrique réelle positive. Puisqu’elle est inversible d’apres la question

précédente, elle est définie positive et ainsi ’ B est un produit scalaire sur R¢. ‘

15.(a)

Soit (b1, ...,bq) la base canonique de R?. Elle est en particulier & coefficients rationnels. On lui

applique l'algorithme d’orthogonalisation de GRAM-SCHMIDT en définissant une base (eq, ..., eq) de

R? par récurrence : e; = by et, pour i dans [2;d], e; = b; — ZB(bi,ej)ej. Puisque la matrice S
j<i

est & coefficients rationnels, B(X,Y’) est un rationnel dés que X et Y sont a coefficients rationnels.

Une récurrence immédiate permet donc de conclure que

(e1,...,eq) est une base de R%, avec e; € Q¢ pour tout i et B(e;,e;) = 0 pour i # j.
On note @ la matrice dont les colonnes sont les vecteurs (eq,...,eq) et ¢; = B(e;,e;). Alors Q
est & coefficients rationnels et inversible puisque les e; sont dans Q% et forment une base. Si X
d d
et Y sont dans R, on les décompose dans la base (ey,...,eq) : X = inei et Y = Zyiei.
i=1 i=1
T Y1
Autrement dit ona X = Q ( : ) et Y =Q ( : > Par bilinéarité de B et la question précédent, on
xq Yd
a B(X,Y) = Z q;x;y;. Par définition on a également
i=1
T
T Y1
BX,Y)=|:| Q"sQ
Zd Yd

et donc en notant QTSQ = (a;,75), il vient B(X,Y) = Z ai jr;y;. En identifiant les deux
1<i,j<n
formules pour (z1,...,2z4) et (y1,...,y4) deux vecteurs quelconques de la base canonique de RY,
on en déduit QTSQ = diag(qi,...,qq). On pose alors P = QL. Puisque Q est inversible, P lest
aussi. Son inverse peut se calculer a partir de son déterminant et sa comatrice, donc a partir de
déterminant de sous-matrices de ). Puisque @) est a coefficients rationnels, ces déterminants le
sont aussi et donc P est a coefficients rationnels. De plus puisque les (e;) et S sont & coefficients
rationnels, les (g;) sont rationnels, et ils sont strictement positifs car S est définie positive, i.e.

P e GL4(Q), (q1,--.,94) € (er)d et S = PT.diag(qi,...,q4) P.

16. Il s’agit d’une matrice compagnon et donc, par exemple en faisant 'opération élémentaire L; <
Li+ALg+ -4+ XLy 4 sur la matrice \I; — M, avec A dans R, puis en développant par rapport &

la premiére ligne, m

17(a)

Soit i et j dans [1;d]. Le coefficient d’indice (i,5) de SM est donné par t(ziT7+1) si j < d et par
d

Ztak_lt(z”k) si j = d. Puisque Z(z) = 0 et par hypothése sur ¢, le second cas peut se récrire
k=1

d
t (2”‘1 Zaklzk_1>, soit t(z"t119). Le coefficient est donc #(z'T7*!) dans tous les cas et ainsi
k=1

’ SM est symétrique. ‘




(b) D’aprés la question 15b, on a S = RTR, donc SM = RTRM et RMR™' = (R)™* (SM)R™.
Puisque SM est symétrique ‘ RMR™! est symétrique. ‘

18. D’apres la question 3¢ on dispose de n dans N* et de My, ..., My dans .7, (Q), inversibles et telles que
Mf = q;I,, pour tout 1 < ¢ < d. Les matrices diagonales de taille nd données par

D:diag(le'-'aqla-"7qda"-aqd) et A:diag(qla"'7qda-"7QIa"-7qd)

expriment le méme endomorphisme dans deux bases obtenues par permutation des vecteurs de 1'une.
Elles sont donc orthosemblables via une matrice @ dans GL,,4(Q) vérifiant QTQ = I,4 et D = QTAQ.

On note Q la matrice diagonale par blocs, dont les blocs diagonaux sont égaux a M, ..., Mg. On a
donc Q? = D et donc aussi QQ2QT = A~!. On note M la matrice diagonale par blocs, dont les
blocs diagonaux tous sont égaux a diag(q, . . ., qq) PM P~!. Remarquons que cette derniére matrice est

A coefficients rationnels et est égale a diag(\/qy,. .., /qa) RM R diag(\/q1, .. .,+/qq), et donc M est
symétrique, d’apres la question précédente. Enfin on pose

A=Q7H(QTMQ)Q™ .

Sous cette forme on constate que A est symétrique puisque M et les blocs diagonaux de de Q le sont.
Puisque toutes les matrices en jeu sont a coefficients rationnels, A 1’est aussi. Enfin, en conjuguant
par QQ~ ', A est semblable & QQ2QTM ie. A~'M. Cette matrice est diagonale par blocs avec
des blocs diagonaux tous égaux & PMP~!, donc est semblable celle dont tous les blocs diagonaux
sont égaux a M. Elle a donc méme spectre que M, et particulier admet z comme valeur propre :

\A € 7,(Q) et z € Sp(A). \




