DEUXIEME COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
EcoLE NATIONALE DE LA METEOROLOGIE - MP

NOTATIONS ET RAPPELS.

Pour (a,b) dans Z* x Z*, on note a A b le pged de a et b et a V b leur ppem.

Soit n dans N* et (a,b) dans Z2, on dit que a est congru & b modulo n, et on note a = b (mod n) si et
seulement si n divise b — a. On note Z/nZ ’ensemble quotient de Z par la relation = (mod n). Z/nZ est
un ensemble fini, & n éléments : Z/nZ = {0,1,--- ,n — 1}.

On définit les deux lois de composition internes usuelles dans Z/nZ, notées + et - par :

V(z,y) €Z®, T+J=2+y et T-T=77.

11 est facile de montrer (non demandé) que (Z/nZ,+, ) est un anneau commutatif.
- PREMIERE PARTIE -

.1) Lister les éléments inversibles (en précisant leur inverse) de Z/6Z et ceux de Z/13Z.

.2) Montrer que le polynéme X2 — 5 est irréductible sur Z/13Z[X].

- DEUXIEME PARTIE -

On note Kjg9 Uensemble Z/13Z x Z/13Z et on le munit des lois de composition suivantes :
()@ (@ y) =@+, y+vy)
(z,y)o (') = (z- 2" +5-y-¢,a-y +2"-y)
Pour « dans Kig9, on note o2 = a e a.
.1) Montrer que (Kjgg, D, ®) est un corps commutatif a 169 éléments.

.2) Soit Hy3 le sous-ensemble de Kyg9 donné par Hyz = {(x,ﬁ) ’ T € Z/13Z}.
Montrer que (Hi3, @, ®) est un sous-corps isomorphe & (Z/13Z,+, ).

.3) Désormais on identifie Hy3 et Z/13Z en identifiant x et (9:, 6). Trouver les éléments o de K9 tels que
a? =75 et factoriser X2 — 5 dans Kieo[X].

- TROISIEME PARTIE -

Soit (G, ) un groupe commutatif fini et = dans G, on note ordg(x) 'ordre de 1’élément 2 de G.

.1) Soit a et b deux éléments de G d’ordres m et n respectivement. Montrer que si m An = 1, alors
ordg (a.b) = mn.
.2) Montrer que, méme si m et n ne sont pas premiers entre eux, il existe ¢ dans G tel que ordg(c) = mVn.

On pourra remarquer que ce ppem s’écrit m’.n/, avec m’ divisant m, n’ divisant n, et m’ et n’ premiers
entre eux.

.3) Considérons le ppcm r des ordres des éléments de G ; c¢’est le plus petit des entiers n dans N* tel que
Vx € G, 2™ = 1. Montrer qu'il existe ¢ dans G, tel que ordg(c) = r.

4) Soit (F,+,-) un corps commutatif et (G, -) un sous-groupe fini de (F™*,-). Montrer que G est cyclique.
.5) On note Kj9 = Kigo \ {(0,0)}. Déterminer les 48 générateurs du groupe (Kjgg,®).
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- PREMIERE PARTIE -

Les éléments inversibles de Z/nZ sont les classes correpondant & des entiers premiers & n.

‘Les éléments inversibles de Z/6Z sont donc 1 et —1 et ils sont leurs propres inverses.

Tous les éléments non nuls de Z/13Z sont inversibles.

Les éléments 1 et —1 sont leurs propres inverses. Voici les autres éléments non nuls, regroupés par
paires d’éléments inverses les uns des autres :

(2,-6) (3,-4) (4,-3) (5,-5) (6,-2).

n’est pas un carré dans Z/13Z. Il en résulte que ‘ X2 —5 est irréductible dans Z/13Z[X]. ‘

- DEUXIEME PARTIE -
Soit A le sous-espace vectoriel du Z/13Z-espace vectoriel .#5(Z/13Z) engendré par 'identité et par la

matrice M définie par M = <O 5). Puisque M? =515, A est en fait un sous-anneau de .#(Z/13Z).

1 0
De plus, si x et y sont dans Z/13Z, on a (zl + yM)(zly — yM) = (2? — 5y?)I5. Si y est nul, alors
22 — By? n’est nul que si x P'est. Si y est non nul, on a 2% — 5y% = 3?((xy~1)? — 5) et cette quantité
n’est pas nulle d’apres 1.2. Par conséquent, si (x,y) n’est pas (0,0), 22 —5y? est inversible dans Z/13Z.
On note a son inverse et alors axly — ayM est inverse de xls + yM dans #5(Z/13Z), et est dans A.
Il en résulte que A est un corps.

Soit maintenant f ’application de A dans Kig9 définie par (x 5y> — (x,y). Par définition des lois
Yy x

@ et o, cette application est additive et multiplicative. Par transport de structure (Kigg, ®, ®) est un

corps commutatif d’éléments neutres f(0) et f(I2), i.e. (0,0) et (1,0).

Enfin le cardinal d’un produit cartésien étant le produit des cardinaux, Kig9 est de cardinal 13 x 13,

ie. 169 : ‘ (K169, D, ®) est un corps commutatif & 169 éléments. ‘

On reprend l'application f précédente, de sorte que Hi3 est 'image des matrices scalaires par f.
Comme f est un morphisme d’anneaux, on a Z/13Z = Z /1371, = H;3, ou les isomorphismes sont des
isomorphismes d’anneaux.

Comme Z/13Z est un corps, ce sont en fait des isomorphismes de corps et donc

‘ (Hy3,®, ) est un sous-corps isomorphe & (Z/13Z, +,-). ‘

Soit o dans Kigg. Posons a = (z,y), avec = et y dans Z/13Z. 1l vient o = (22 + 5y?,22y) et donc
a? =5 si et seulement si 2y = 0 et 22 + 5y* = 5. Par intégrité de Z/13Z, ce systéme est équivalent a :
soit z =0 et y2 =1, soit y = 0 et 22 = 5. Ce dernier cas est impossible et donc

‘1es éléments o de Kigg tels que o =5 sont (0,1) et (0, —1). ‘
Il en résulte, dans Kig9[X],

(X —(0,1)(X+(0,1))=Xx*-(0,1)*=X*-5
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- TROISIEME PARTIE -

Puisque G est commutatif, on a (ab)™" = a™"b™" et comme ordg(a) | mn et ordg(b) | mn, il vient
(ab)™ = 1glg = 1g, i.e. ordg(ab) | mn.

Soit d = mn/ ordg(ab) et p un diviseur premier de d. Alors p divise mn et donc, d’aprés le lemme de
Gauss, il divise m ou n. Soit k = ordg(ab) x (d/p), c’est un entier et un multiple de ordg(ab), donc
lg = (ab)* = a*b*. Mais on a k = (mn)/p. Supposons alors p | n, il vient m | k = m(n/p) de sorte
quon a a® = 1¢ et donc b* = 15, d’ott n | k. Comme m An = 1, il en résulte n | (n/p) et ceci est une
contradiction. Mutatis mutandis p | m conduit & une méme contradiction, et donc d ne peut avoir de

diviseur premier, i.e. d =1 et donc ‘ si m An =1, alors ordg (a.b) = mn. ‘

Soit d donné par d = m A n de sorte qu’on a, pour p premier v,(d) = min(v,(m), vy(n)) ol v, désigne
la valuation p-adique. On pose
dl — H pvp(d)

vp(d)=vp(m)

ol le produit s’étend aux nombres premiers p tels que v,(d) = v,(m), i.e. tels que vy(m) < vp(n). On

pose
d2 — H pvp (d)

vp(m)>vp(n)

ou le produit s’étend aux nombres premiers p tels que v,(m) > vp(n). On a donc d = didy puisque les
ensembles d’indices précédents forment une partition de ’ensemble des nombres premiers et qu'on a
d= Hp”f’(d). De plus, toujours puisqu’on a affaire a une partition, d; A dy = 1.

P
Par ailleurs posons m’ = m/d; et n’ =n/dy. On a donc m'n’ = mn/(m A n), soit m'n’ =mVn.
Soit maintenant p un nombre premier. Si p | m’, alors v,(m) > v,(d1). Si on avait v,(m) < v,(n), alors
par définition de dy, on aurait v,(di) = v,(m). Il en résulte v,(d1) = 0 et donc v, (d) = vp(dz2) = vp(n),
de sorte que p ne divise par n/. Par conséquent m’ An’ = 1.
Soit enfin a® et b? : ce sont des éléments d’ordres respectifs m/d; et n/dy et comme ces deux nombres
sont premiers entre eux, la question précédente montre que ¢ donné par ¢ = a“b% est d’ordre m'n’,

i.e. ‘ c est d’ordre m V n. ‘

Soit n le maximum des ordres des éléments de G et a un élément d’ordre n. Soit maintenant b un autre
élément de G, d’apres la question précédent il existe un élément ¢ de G d’ordre nVorde(b). Par maxima-
lité de n, on a n > nVordg(b) et donc ordg(b) | n. Il en résulte que n est un multiple de tous les ordres
d’éléments de G et est lui-méme 'ordre d’un élément de G, donc n est le ppcm des ordres des éléments

de G, i.e. n = r. Comme a est d’ordre n, on a montré

qu’il existe ¢ dans G tel que ordg(c) = 7. ‘

Soit n le cardinal de G et r son exposant. Puisque X" — 1 admet au plus r racines dans F'* et qu’on
a G C F* onan <r. De plus si c est un élément d’ordre r dans G, (c¢) = Z/rZ et donc {(c) est de
cardinal r. Comme c’est un sous-groupe de G, il en résulte 7 < n. On en conclut n = r, G = (c) et

donc | G est cyclique.

Déterminer un élément d’ordre 168 revient a trouver des éléments d’ordres 8, 3 et 7 et & prendre leur
produit.

Comme (Z/13Z)™ est cyclique d’ordre 12, on va trouver un élément d’ordre 3 et un autre d’ordre 4
dans Hi3. On vérifie directement que 2 est d’ordre 12 puisque ses puissances successives sont :

1,2,4, -5,3,6, -1

et les suivantes s’obtiennent pas changement de signe. Par conséquent 2" est dordre 3 et 2° ou encore
3” sont d’ordre 4.
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Puisque 2' =3, on a (3) =2 Z/3Z et les racines de X3 — T dans le corps Kigg9 sont donc les éléments de
ce sous-groupe. Et les seuls qui sont d’ordre exactement 3 sont donc 3 et 32, ie. —4.

Puisque 2° =5, 5 est d’ordre 4 et donc une racine carrée de 5 est d’ordre 8. Soit o = (0,1), on a donc
() = Z/8Z et les racines de X® — 1 sont donc les éléments de ce sous-groupe. Les éléments qui sont
exactement d’ordre 8 sont les a* avec k premier & 8, i.e. k impair : o, a2, a® et a’. Comme a? =5,
ces nombres sont «, 5o, —« et —5a, i.e. (0,y) pour y dans {+1, +5}.

Enfin pour trouver un élément d’ordre 7, il faut chercher & la main. On pose 8 = (4,4) et on calcule
les puissances successives de [ :

1, 8, (5,6), (-3,5), (-3,-5), (5,—6), (4,—4), 1

et donc 3 est d’ordre 7, et les éléments d’ordre 7 sont exactement les éléments de la forme 8% avec
1<k<6.

On en déduit que les 48 générateurs du groupe (Kjg9,®) sont les éléments ua* avec u parmi +2,
+3, =4, 46 et k entier entre 1 et 6.

Remarque : d’apres la question précédente, Kigzg est cyclique d’ordre 168 et on a, d’apres le théoreme
des restes chinois

(Z/168Z)" = (Z/8Z)" x (Z/3Z)" x (Z)TZ)"

ie.
(Z/168Z)X ~7/27 x Z/27 x Z./]27 x Z/6Z

et donc Z/168Z admet effectivement 48 générateurs.



