COMPOSITION DE MATHEMATIQUES
ENS Paris-Lyon 2001 — MP

Avertissement

La qualité de la rédaction sera un facteur important d’appréciation des copies. On invite en par-
ticulier les candidat(e)s & produire des raisonnements précis et concis. Les candidat(e)s peuvent
utiliser les résultats énoncés dans les questions ou parties précédentes. Chaque partie est d’ailleurs
largement indépendante des précédentes, une fois admis les résultats qui y sont démontrés.

Plus précisément, la partie I n’est utilisée que dans la partie VI. Les parties IV et V sont mutuelle-
ment indépendantes ainsi qu’essentiellement du reste du probléme : seules les formules équivalentes
obtenues dans les questions IV.4 et V.6 sont utilisées dans la partie VI.

Notations

Soit ¢ un nombre complexe. On note Q[(] le Q-espace vectoriel engendré par {¢™|n € N} : c’est
une Q-algebre. On note Z[(] le sous-groupe additif de Q[(] engendré par {¢" |n € N}.

Un sous-corps de C qui est de dimension finie (vu comme Q-espace vectoriel) est appelé un corps
de nombres.

Soit n, k deux entiers. Si ¢ est une racine n-éme de I'unité, le complexe ¢* ne dépend que de la
classe x de k dans Z/nZ et sera noté (*. Dans le cas particulier ou ( = exp(%’r), on notera 7, la

Tn = Z §x2.

x€Z/nZ

somine

PARTIE I - Préliminaires

Soit p un nombre premier impair et y € (Z/pZ)*. On dit que y est un carré s'il existe z € (Z/pZ)*
tel que y = 2°.
H —yP=1/2 & 4 est un carré,
Tr =
z€(Z/pZ)* yP—1/2 sinon.

1.1. Montrer I’égalité

[Indication : regrouper deux a deux dans le produit les termes z, y/z, x € (Z/pZ)*].

(P=1)/2 =1  &i y est un carré
I.2. En déduire les égalités 1Y ESL I CaTTe,

y®»=1/2 = _1 sinon.

PARTIE II - Généralités

II.1. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe un polynéme P unitaire a coefficients rationnels annulant ¢ ;
(ii) La Q-algebre Q[(] est un corps de nombres.

Soit V' un Q-espace vectoriel de dimension finie et f un endomorphisme de V. Si vy, ..., v, sont des
éléments de V, on note Zvqy + - - - + Zv, 'ensemble des combinaisons linéaires & coefficients entiers
desv;, 1 =1,...,n.



I1.2. Montrer que les deux propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Il existe un polynéme P unitaire a coefficients entiers annulant f;

(ii) Il existe un entier n et des vecteurs v;, i = 1,...,n engendrant V tels que
f(Zvy + -+ Zv,) CZvy + - + Zoy,.

[Indication : pour (ii) = (i), on pourra introduire une matrice carrée dont les coefficients

n
a; j vérifient f(v;) = Z a; jvi, 7 =1,...,n et considérer son polynéme caractéristique.]
=1

Un tel endomorphisme est dit entier.

11.3. Montrer que le composé et la somme de deux endomorphismes entiers f, g de V' qui commutent
(i.e. tels que fog=go f) sont entiers.
[Indication : on pourra montrer qu’on peut choisir un entier n, des vecteurs v;, i = 1,...,n
comme dans (i) de I1.2 qui conviennent & la fois pour f et g|.
Montrer que ce n’est plus le cas en général si on ne suppose pas que les endomorphismes
commutent.

Soit K un corps de nombres, muni de sa structure de Q-espace vectoriel de dimension finie. On dira
que z € K est entier si 'endomorphisme de multiplication m, : K — K, y +— xy, est entier. On
note Ok 'ensemble des éléments de K qui sont entiers, qui est donc un sous-anneau de K d’apres
la question II.3.

I1.4. Montrer I'égalité Ox N Q = Z.
PARTIE III - Entiers des corps quadratiques

Soit D € Q qui n’est pas le carré d’un rationnel. Si D est négatif, on notera v/D le complexe
iv/—D. Un corps de la forme Q[\/ﬁ] (avec D non carré) est dit corps quadratique. On remarque
que (1,4/D) est une base de Q[v/D]. On note o I'isomorphisme de corps ¢ : Q[vD] — Q[VD],
a+bvVD — a—bV/D (pour a et b rationnels).

ITII.1. Montrer que les seuls isomorphismes de corps de Q[\/ﬁ] dans lui-méme sont l'identité et o.
II1.2. Soit D' € Q*. Montrer que Q[vD] = Q[vD'] si et seulement si D/D’ est le carré d'un

rationnel.
IT1.3. Montrer qu'il existe un unique d € Z sans facteur carré tel que Q[v/D] = Q[/d].

III1.4. Soit K un sous-corps de C de dimension 2 sur Q. Montrer que K est un corps quadratique.

Soit d un entier sans facteur carré et K = Q[v/d].

+ €Z
II1.5. Montrer que = € Ok si et seulement si x € K et z+o(z)

zo(z) € Z.

1 d
. P + Vd sid=1 (mod 4)
Soit w € Ok défini par w = 2

\/8 sinon.

I11.6. Montrer que l'application de Z? dans Ok, (x,y) — = + yw est un isomorphisme de groupes
abéliens.



PARTIE IV - Un calcul analytique de 7,

On se donne n entier > 1. Pour £k = 0,...,n — 1, on note fj la fonction de [0;1] dans C, ¢ —
2im(t + k)?

IV.1. Montrer que la suite de terme général u; donné par

uj = Z ‘/01 f(t) exp(—2immt) dt

m=—j
converge vers Tp.

IV.2. Montrer que la fonction de R4 dans C qui a un réel x associe

T 2% t2
/ exp ( o ) dt
. n

admet une limite I,, dans C en +o0.
IV.3. Comparer I, et I;.

1+
IV.4. Montrer la formule 7,, = ﬁ\/ﬁ
1

IV.5. Soit K un corps quadratique. Montrer qu’il existe une racine de I'unité £ telle que K C Q[¢].
PARTIE V - Un calcul algébrique de 7,

Soit n un entier impair avec n > 1 et ¢ le complexe ¢ = exp(m%).
Soit V' le C-espace vectoriel de dimension n des fonctions de Z/nZ dans C. Soit ¢ I’endomorphisme
de V qui a la fonction f associe ¢(f) définie par ¢(f) :  — Z fy)¢c™.

yEZ/nZ

V.1. Soit f € V. Montrer ’égalité

vop(f)(x) =nf(—x) pourtout f €V, x € Z/nZ.

V.2. Diagonaliser ¢ o .

On remarque que 7, = Z sz est la trace de .
z€Z/nZ
V.3. Montrer que le module |7,| est y/n.

On cherche a calculer 7,.
Soit a, b, ¢, d les multiplicités respectives des valeurs propres \/n, —/n, iy/n, —iy/n de .

1 —1
nt etc+d:n

V.4. Montrer les égalités a + b = ainsi que (a — )% + (¢ — d)? = 1.

V.5. En calculant det(yp), calculer a, b, ¢, d en fonction de n.
V.6. Montrer

vn sin=1 (mod 4),
ivn sin=3 (mod 4).

(formule compatible avec la question IV .4).

Tn =



PARTIE VI - Réciprocité quadratique

On considere deux nombres premiers impairs distincts, p, ¢. On note L le corps de nombres

Q[exp(%)] et K le corps quadratique Q[7p], qui est contenu dans L. On note <q> Pentier qui
p

vaut 1 si la classe ¢ modulo p est un carré et —1 sinon. On se propose de montrer par deux

méthodes différentes la formule

1) (p> <q> e
q)\p '

Premiére méthode

VI.1. Montrer I’égalité Op N K = Ok.
. q
VL.2. Montrer la relation 7,/ — (p) 7, € qOK.

VIL.3. Soit n un entier relatif. Montrer que si n7, est un élément de ¢Oxk, alors ¢ divise n.

[Indication : utiliser la question III.6.]

VI.4. Montrer I’égalité (1).
Seconde méthode

VIL.5. Montrer qu’il existe une unique bijection ¢ de Z/qZ x Z/pZ dans Z/pqZ telle que

¢((z mod g), (y mod p)) = (zp + yq) mod pq

Tpg = P TpTq-
qa;, \p
VIL.7. En déduire ’égalité (1).

[Utiliser les formules obtenues aux questions IV.4 ou V.6.]

pour tout (x,y) € Z2.
VI1.6. Montrer la formule

VIL.8. On pose dans cette question K = Q[i]. En étudiant (1 + ¢)¢ dans Ok, montrer ’égalité

[Indication : on s’inspirera de la question VI.2.]

Une application
On admet le résultat difficile suivant :
Etant donnés des entiers a, b non nuls premiers entre eux, ensemble {ak + b|k € Z} contient une
infinité de nombres premiers.
VI.9. Soit n un entier relatif. Soit S un ensemble fini de nombres premiers. On suppose que pour
tout nombre premier ¢ ¢ S, la classe de n modulo ¢ est un carré dans Z/¢Z. Montrer que n
est le carré d’un entier.
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I.1.

L.2.

II.1.

I1.2.

PARTIE I - Préliminaires

L’application de (Z/pZ)* dans lui-méme donnée par x +— y/x est une bijection puisque c’est
le cas pour le passage a l'inverse et pour la multiplication par y, car y est inversible. De plus
cette bijection est involutive et ses points fixes sont exactement les = de (Z/pZ)* tels que
2 =q.

Donc si y n’est pas un carré, les p — 1 facteurs du produit se regroupent en (p — 1)/2 couples
(z,y/z) dont le produit vaut y, d’out 'assertion dans ce cas.

Si y est un carré, disons y = a?. Alors 22 = y si et seulement si 22 = a2, ie. (r—a)(z+a) =0
ou encore ¥ = ta. Comme p est impair, a # —a. Ainsi les p — 1 facteurs du produit se
regroupent en (p — 3)/2 couples de produit y et le couple (a, —a) dont le produit est —a?, i.e.

H —y®P=1/2 &i y est un carré,
x _—

x€(Z/pZ)* y(p_l)/2 sinon.

—y. D’olt

On applique ce qui précede a 1, qui est un carré puisque 12 = 1, et on en déduit que le produit

P-1/2 = 1 si y est un carré
considéré précédemment vaut —1. Il en résulte 4 4 ’

y®D/2 = _1 ginon.

PARTIE II - Généralités

On considére le morphisme d’algebres ¢ de Q[X] dans Q][¢] donné par ¢(P) = P({). Son
noyau est un idéal de Q[X]. S’il est nul, alors ¢ est injectif et en particulier Q[(] est de
dimension infinie. On en déduit (ii) = (7). Si cet idéal est non nul, puisque Q[X] est
principal, on dispose de 7¢ un polynéme unitaire engendrant Ker(y). Par division euclidienne
on en déduit dim(Q[¢]) = deg(n¢). De plus, pour z non nul dans Q|[(], I'application y — xy
est un endomorphisme de Q[(], injectif par régularité de  dans C, et donc surjectif puisque
Q[(] est de dimension finie. En particulier on dispose de y dans Q[(] tel que xzy = 1 i.e. x est

inversible dans Q[(] et donc Q[¢] est un corps de nombres. D’ou | (i) <= (ii).

Soit P un polynéme unitaire & coefficients entiers annulant f et (uq,...,up) une famille géné-

ratrice de V. Pour 1 <i < pet 0 < j < deg(P), on pose u; ; = f7(u;). Par construction, pour

1<i<pet0<j<deg(P)—1, f(uij) = uijs1 et, de plus, f(u;gegp)—1) = [ (u;) =

(f38(P) — P(f))(u;), puisque P(f) = 0, et cette derniére expression est combinaison linéaire

a coefficients entiers de u;, ..., U;deg(P)—1 Puisque P est unitaire et a coefficients entiers.

Par linéarité, il en résulte f (Zi,j Zui,j) C > Lu, ;.

Comme la famille (u; ;) contient la famille (u;), elle engendre V' et on a donc (i) = (ii).

Réciproquement, soit (vy,...,v,) engendrant V et tel que f (Zvy + -+ + Zvy,) C Zvy +--- +
n

Zv,,. On dispose donc d’entiers (a; ;) tels que f(v;) = Zamvi et on note A = (a; j)1<i j<n-
i=1

Pour k dans N, on note A% = (a(k)). Une récurrence immédiate montre qu’on a alors f* (vj) =

0,3
n
Z al(’kj)v,; et plus généralement si P est un polynéme a coefficients entiers et si P(A) = (a(P)),

=1
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II.3.

n
alors P(f)(v;) = Z ag?vi. Soit alors x 4 le polyndme caractéristique de A. Puisque x4(A) =

i=1
0, d’apres le théoréme de CAYLEY-HAMILTON, il vient a(ﬁA) 0 et donc xa(f)(v;) = 0.
Comme (vy,...,v,) est génératrice, il en résulte xa(f) = 0 et donc x4 est un polyndéme

unitaire, annulant f, et a coefficients entiers puisque A est a coefficients entiers. On en déduit
Soit f et g deux endomorphismes entiers commutant entre eux. On dispose d’une famille
(vi,...,vn) engendrant V et telle que f(Zvy +---+ Zv,) C Zvy + --- + Zv,. On dispose
également de P un polynoéme unitaire & coefficients entiers annulant g. On pose v; ; = ¢’ (v;)
pour 1 <i <net0<j<deg(P). La famille (v; ;) est donc génératrice. Par construction,
tout comme précédemment, on a directement, en posant A = Z Zv; ;, g(A) C A. De plus

&3

deg(P)—-1 / n deg(P)—1 n
A= Z (Z ZUZ‘J) = Z gj <Z Zvl>

7=0 =1 Jj=0 =1

et donc, puisque f et g commutent,
deg(P)—1
f@) = Z g’ Of (ZZU’L>
deg P) 1
C Z g’ <Z Zvl> =

Il vient alors (f +g)(A) C f(A) +g(A) C A+ A =Aet (fog)(A) C f(A) C A et done
‘f + g et f o g sont entiers. ‘

Soit V. = #>1(Q), [ = -1 o et g = /2 1/4 .Ona f2+ f=g>—g=0dapres
0 0 1 1/2
le théoreme de CAYLEY-HAMILTON puisque — Tr(f) = Tr(g) = 1 et det(f) = det(g) = 0.

Comme Tr(f +g) = 0 et det(f + g) = —3 X? - 5 est un polynéme annulateur de f + g
et, puisque f + g n’est pas scalaire, c’est son polynéme minimal. Soit alors P un polynéme

1
unitaire & coefficients entiers annulant f + ¢. Alors X2 — 3 divise P et on dispose de @) dans
1
C[X] tel que P = (X2 — 5)@ On écrit Q = ag + a1 X + - + a, X". Alors, puisque P est &
1 1
coefficients entiers, —500 et —501 sont entiers, puisque ce sont les coefficients de P de degrés
0 et 1. Autrement dit ag et a; sont des entiers pairs. Les coefficients de P de degrés 2 et 3

1
sont alors —§a2 + ap et —§a3 + aq et il en résulte que ao et ag sont des entiers pairs. Une

récurrence directe montre que tous les coefficients de () sont des entiers pairs, ce qui contredit
le fait que le coefficient dominant de P est 1.

1 1
De méme fog est annulé par X2+ §X et une écriture P = (X2 + QX)Q avec P a coefficients



COMPOSITION DE MATHEMATIQUES — ENS PARIs-LyoN 2001 — MP Corrigé

II.4.

II1.1.

II1.2.

I11.3.

II1.4.

entiers, impose a () d’étre a coefficients entiers pairs et n’est donc pas compatible avec P
unitaire. Il en résulte que ‘ f+ g et fg ne sont pas entiers. ‘

Soit = dans K et P dans C[X], on a P(m;) = mp(,) et donc z est entier si et seulement sil
est annulé par un polynéme unitaire a coefficients entiers. En particulier tout entier relatif
est entier. Par ailleurs si p et ¢ sont deux entiers premiers entre eux et si P est un polyndéme
A coefficients entiers, unitaire, annulant p/q, alors P(p/q) = 0. Si on écrit P = X&) 4 Q,
alors Q est de degré strictement inférieur & deg(P) et on a 0 = ¢8(P)P(p/q) = plea(P) 4
q.q*=P)=1Q(p/q) et donc, puisque ¢22F)=1Q(p/q) est entier, ¢ divise pd8(F). Comme ¢ est

premier & p, il en résulte ¢ = £1 et donc p/q € Z. Par conséquent | Z = Og N Q.

PARTIE III - Entiers des corps quadratiques

Par construction o est un isomorphisme d’espaces vectoriels puisque la base (1,v/D) de Q[v/D]
est envoyée sur la base (1, —\/T)) Pour vérifier que c¢’est un isomorphisme de corps, il suffit
donc de vérifier que c’est un morphisme d’anneaux et plus simplement qu’il préserve les
produits des éléments de la base. Par commutativité, on se restreint aux produits 1.1, 1../D et
VD./D. Comme ¢(1.1) = o(1) = 1 = o(1)o(1), (1.//D) = o(v/D) = —/D = o(1)o(v/D)
et 0(vVDvVD) = 0(D) = D = (—VD)? = o(v/D)o(v/D), o est bien un isomorphisme de
corps, tout comme l'identité.

Soit maintenant f un isomorphisme du corps Q[v/D]. Alors fiq = Idq puisque f(1) =1,

f(p) =pf(1) =pet qf(p/q) = f(p) = p si p et ¢ sont entiers, avec g # 0. De plus f(v/D)? =
f(\/f)% = f(D) = D et donc f(v/D) = +v/D. 1l en résulte, par linéarité, f = Id ou f = o,
i.e. les seuls isomorphismes de corps de Q[\/T?] sont ‘l’identité et o. ‘

Soit 7 dans Q tel que D = D72, alors D = v/D'r et donc v D € Q[vD'], dott Q[v'D] C
Q[vVD’]. Comme D n’est pas un carré, D # 0 et donc 7 # 0. Il en résulte D' = D— et donc

r

Q[vD'] c Q[VD], d'ou Q[vVD] = Q[V'D].

Réciproquement si Q[vD] = Q[vD'], alors D’ n’est pas un carré, car sinon on aurait
Q[vD'] = Q, et o est un isomorphisme de corps de Q[vD’']. Comme o n’est pas 'iden-
tité de Q[v'D'], on a o(v/D') = —V/D' et donc VD' € Ker(o +1d) = QVD, et D'/D est le

carré d’un rationnel (non nul). Par conséquent,

Q[vVD] = Q[VD'] si et seulement si D/D’ est le carré d’un rationnel (non nul).

D’apres ce qui précede, il s’agit de démontrer qu’il existe un unique entier relatif d sans
facteur carré tel que D/d soit le carré d’un rationnel. Quitte a multiplier D par le carré
de son dénominateur, on peut le supposer entier. On a alors D = +]], prP) o p dé-
crit les nombres premiers et ou v, désigne la valuation p-adique. La condition s’écrit d =
:I:Hp p® avec, pour tout entier premier p, a, = 0 ou a, = 1 et vy(D) — ap est pair et,
de plus, D/d > 0. On en déduit que d est du signe de D et |d| est le produit des entiers
premiers divisant D a une puissance impaire. Et, réciproquement, un tel d convient, i.e.

il existe un unique d dans Z, sans facteur carré, tel que Q[v/D] = Q[/d].

Soit (1,z) une base de K sur Q. Puisque x> € K, on dispose de a et § dans Q tels que

22 = a+ Bx. Tl en résulte 2 € Q[V/D] avec 4a+ 2 = D, et donc K C Q[v/D]. Par dimension,
on a donc égalité et donc D n’est pas un carré et ainsi ‘ K est un corps quadratique. ‘

3
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IT1.5.

I11.6.

IvV.1.

Soit z dans Ok. On dispose alors de P, polynéme dans Z[X], unitaire, annulant z. Comme
P est a coefficients entiers on a P oo = o o P et donc P(o(x)) = 0. Il en résulte o(x) € Ok.
Comme Ok est un anneau d’apres 1.3, z + o(z) et zo(z) appartiennent aussi & Og. Comme
o est une involution, ces deux éléments sont invariants par o, i.e. appartiennent a Ker(c —1d),
c’est-a-dire Q. D’apres I1.4, ce sont donc des entiers relatifs.

Réciproquement, soit x € K tel que x + o(x) et xo(x) soient entiers relatifs. Alors x et o(x)
sont les racines du polynome a coefficients entiers X2 — (z +o(2)) X +zo () et donc z € Ok.

Dot |z € Ox <=z € K et z + o(x) et zo(z) sont entiers.‘

Par construction, (x,y) —  + yw est un morphisme du groupe Z? dans C. Il est injectif car
son noyau est réduit a (0,0) puisque w n’est pas rationnel, vu que d n’est pas un carré. Si

d n’est pas congru & 1 modulo 4, on a w? —d = 0 et donc w est entier et donc 'image du
d—1
et est donc

morphisme étudié est incluse dans Ok. Sinon w est racine de X? — X —

aussi entier puisque (d —1)/4 est alors entier relatif. Dans tous les cas, 'image du morphisme
est donc incluses dans Oxk.

Soit maintenant z dans K. On dispose de a et b dans Q tels que = = a + bv/d, de sorte que
r+ o(z) = 2a et xo(x) = a® — db®. D’aprés la question précédente, z € Ok si et seulement
si 2a et a® — db® sont entiers.

On dispose de u et v dans Z et N* respectivement, et premiers entre eux, tels que b = u/v.
On a donc 4du? = 4db*v? = v*((2a)? — 4(a? — db?)). On suppose maintenant = € Ok. Alors
v? divise 4du?. Comme u A v = 1, on a aussi u?> A v> = 1 et donc v? divise 4d. Comme d est
sans facteur carré, le seul nombre premier pouvant diviser v est 2 et donc v|2. Si v = 1, alors
I'équation 4du? = (2a)? — 4(a® — db?) entraine que (2a)? est un entier pair, donc multiple de
4 et donc 2a est un entier pair, i.e. a est entier. Comme b aussi, on a x € Z + Zw.
Siv=2b=u/2et du® = (2a)? — 4(a® — db*) = (2a)? (mod 4). Comme u Av = 1, u est
impair et donc > = 1 (mod 4) et donc d est un carré modulo 4. S’il est pair, il est donc
nul modulo 4, ce qui contredit que d est sans facteur carré. Il en résulte que d est impair.
Comme —1 n’est pas un carré modulo 4, on a alors d = 1 (mod 4) et donc 2a est impair,

tout comme 2b. Il en résulte x € Z 4+ Zw puisque dans ce cas w = . Par conséquent

(x,7) + = + yw est un isomorphisme de groupes abéliens entre Z? et Ok.

PARTIE IV - Un calcul analytique de 7,

Par définition f est de classe C°° en tant que somme de telles fonctions. On a de plus, en
posant ( = exp(2im/n),

n—1 n—1
f0)=%" K et f(1) = T R
k=0 k=0

1
De plus, pour m dans Z, on a / exp(—2immt) dt = 6,0, en utilisant le symbole de KRONE-
0

CKER. Par conséquent

k 1
limu; = 7 <= lim 3 /0 (F(£) = F(0)) exp(—2immt) dt = 0,

4
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IvV.2.

i.e., par linéarité de l'intégrale,

sin((2k + 1)mt)

dt =0
sin(mt)

1
lim u; = 7y <= lim/ (F(£) = £(0))

0
en prolongeant la fonction quotient de deux sinus par continuité en 0 et 1, i.e. par 2k + 1. Or,
si g est une fonction de classe C*° sur un intervalle I contenant un certain réel a, sa fonction

9(z) — g(a)

T —a
classe C°. En effet, d’apres la formule de TAYLOR-LAPLACE, on a

1

Veel  g(z)—gla)=(x— a)/o dla+t(z—a))dt

pente par rapport a a, i.e. x — prolongée par continuité en a par ¢'(a), est de

1
et donc en notant g, la fonction pente, Va € I, go(z) = / g (a+t(x—a)) dt. Soit maintenant
0

K un segment contenant a et inclus dans I. Pour tout ¢ dans [0;1] la fonction h; : =z —
d'(a+t(x —a)) est de classe C° sur K et on a, pour k dans N, t — hik) (x) est continue sur
[0;1] et

vie 0] B ()] = [t D (a+ 1 — a))] < sup g+

et on peut donc appliquer le théoréme de LEIBNIZ de dérivation sous le signe somme puisque
les fonctions constantes (positives) sont des fonctions continues, positives et intégrables sur
le compact [0;1]. On en déduit que si g; et g2 sont deux fonctions de classe C*° sur un
intervalle I contenant un certain réel a, le rapport de leurs fonctions pente par rapport a a,

— /
ie x — M prolongé par continuité en a par g/l(a) , est de classe C'°° partout ou
92(x) — g2(a) g5(a)
le quotient est défini (et donc aussi en a). En appliquant ceci a I = [0;1], a =0 oua =1 et
f(t) — f(0)

g1 = f et go : t — sin(nt), on en déduit que la fonction t — est prolongeable en

sin(7t)
une fonction de classe C° sur [0; 1]. On note ¢ ce prolongement. Il vient alors par intégration
par parties

1 ) 1 1 1 ,
/0 o(t) sin((2k + 1)7t) dt = ST (— [p(t) cos((2k + 1)mt)], + /0 ¢ (t) cos((2k + 1)mt) dt)

et donc, par inégalité triangulaire et inégalité de la moyenne,

(2 sup || + sup |go’|> |

1
T2k + 1\ oy [0;1]

Par encadrement, on en déduit |lim u; = 7,.

Soit g et h les fonctions définies sur R par g(t) = exp(2int?/n) —1 et h(t) = ﬁ Alors g est
im

de classe C* sur R et h 'est sur R*. De plus ¢’'h, gh et gh’ sont toutes les trois prolongeables

‘/01 (1) sin((2k + 1)) dt‘ <

par continuité en 0, respectivement par 1, 0 et —35 Il en résulte, pour z dans R*,

/x exp <2mt2> G- nexp(zmx2 /n) —1 i /x exp(2imt?/n) — 1 "
0 n 0

dimx 4imt?
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et donc, par parité de 'intégrande,

T it Qi -1 x 2imt2 -1
/ exp( imt )dt _ 2nexp( inx /n) +2n/ exp(2int®/n) it
0

_x n diTx 4imt?

Comme l'intégrale

/‘*‘Oo exp(2int?/n) — 1 gt
0 4imt?

est absolument convergente, puisque 'intégrande est prolongeable par continuité sur R et

v 2imt?
est dans O(t~2) en linfini, il s’ensuit que / exp ( ) dt admet une limite en 400, a
—z n

dt.

o /‘*‘00 exp(2int?/n) — 1

savoir I,, donné par 5
4amt

IV.3. Par changement de variable affine bijectif, ¢ = uy/n, il vient directement | I, = I1\/n.
IV.4. Pour k dans N, on a

Z Z/ <2Mt+£)> exp(—2immt) dt

m=—k £=0
ou encore, par 1-périodicité,
2im(t + ¢
Z Z/ <M> exp(—2imrm(t + ¢)) dt
m=—Fk (=0

et donc, par changement de variable affine et relation de CHASLES,

it koo 2im (2 — mnt
Z / exp ( ) exp(—2immt) dt = Z / exp (m(mn)) dt .
n = Jo n

m=—k
11 vient
koo 2in(t — mn/2)? — 2imm?n? /4
w = Z / exp< im(t —mn/2) imm*n*=/ )dt
m=—k "0 n
_ z’“: /n <2i7r(t—mn/2)2>dt
m=—k 0 n
i.e.
(m—2)n/2 2t
Z / 'mznexp o det .
m——g Y —mn/2 n
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Pour m pair, on a (—i)™" = 1. Pour m impair, on a m? = 1 (mod 4) et donc (—i)™" =
(—7)™. On applique ce qui précede a k = 2p, avec p dans N. Il vient :

(m— 2)n/2 2t
ugp = Z / 'mQ”eXp< ZZ >dt

m=——2p mn/2
(2m—2)n/2 2 (2m—1) n/2 2t
_ Z / exp < it > dt + Z / )n exp ( 1T ) dt
m=——p 2mn/2 m=—p+1 (2m+1) n/2 n

(p+1)n 2 (2p—1)n/2 2irt?
_ / exp <2mt )dt+/ (—z’)"exp( it >dt
—pn n —(2p-1)n/2 n
(p+1)n Qi3 pn Qi3 (2p—1)n/2 2t
= / exp( il )dt—l—/ exp( il )dt—l—/ (—i)"exp( o )dt
pn n —pn n —(2p—1)n/2 n

(p+1) 2imt . . . ,
Or / exp dt tend vers 0 quand p tend vers l'infini d’apres les calculs menés en
pn n

IV.2. 1 en résulte que ug, tend vers (1 4 (—4)")I, quand p tend vers I'infini.

14477
1+t

v

IV.5. On dispose de d un entier sans facteur carré tel que K = Q[v/d]. Soit ¢ = exp(im/2d). On a

1+t
Tz—d € Q[¢]. Comme

Il vient 7, = (14 (=i)") I, et 1 =71 = (1 +i~1)I;. D’on, par IV.3, |7, =

donc i = &% et exp(2im/d) = €, d’otr, d’apres ce qui précede, vVd = 74

g4 =1, ‘il existe une racine de 1'unité ¢ telle que K C Q[¢]. ‘

PARTIE V - Un calcul algébrique de 7,
V.1. Soit f dans V et x dans Z/nZ. On a

pop(fx) = > e(f)y)¢™

yEZ/nZ

= > > flacrem

YEZ/nZ z€Z/nZ

= ¥ f(Z)( > (W)y)

2€Z/nZ yEZ/nZ
n—1
z€Z/nZ k=0

On a (*"* =1 < x4+ 2z = 0 et dans ce cas la derniére somme vaut n. Sinon, on a affaire a
la somme d’une suite géométrique, de somme (1 — ¢"#+2)) /(1 — ¢¥*2), i.e. 0. 1l vient donc

[pop(f)@) =nf(-w)|
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V.2. Soient P et I les sous-espaces de V' constitués des fonctions paires et impaires respective-
ment. Alors la restriction de p o @ & P et I est scalaire, donc toute base de V' formée d’une
base de P concaténée a une base de I est une base de diagonalisation de ¢ o ¢ et on a
V=P&I avec P =Ker(pop—nld) et I:Ker(googo—i—nld).‘

2

Remarque : comme une base de V' est (0z)zez/nz, on a Tr(p) = Z 0(0z)(x) et p(dz)(z) = ¢,
z€Z/nZ
d’ou la remarque de I’énoncé.
V.3. Comme n est impair, la formule IV.4 donne immédiatement le résultat, mais ce n’est pas
I’esprit du probleme.

On a
‘Tn‘z =TpTp = Z Z C:r:2—y2 = Z Z C(z—y)(x-i—y) .

2€Z/nZ yeZ/nZ 2€Z/nZ yeZ/nZ

Or lapplication (z,y) — (z +y,z — y) est bijective de Z/nZ x Z/nZ dans lui-méme puisque
n est impair. Il vient :

=3 (Z <<“>”):n

u€Z/nZ \weZ/nZ

puisque la somme intérieure est non nulle uniquement si w = 0 et vaut alors n. D’ou
|Tn| = /1.

V.4. D’aprés V.1 ou V.2 le polynéme simplement scindé X4 — n? annule ¢ et donc ¢ est dia-
gonalisable et son spectre est inclus dans {4+/n,+i\/n}. De plus, d’apres V.2, a + b est
égal & dim(P) et ¢+ d a dim(/). Comme des bases respectives de ces espaces sont (dg, 0, +
0—a)1<e<(n—1)/2 €t (0z —0—z)1<z<(n—1)/2 (en confondant z avec sa classe dans Z/nZ), il vient

1 -1
nt etc+d:n .

2

a+b=

2
De plus 7, = Tr(p) = ((a—b) +i(c—d))/n et donc, d’apres 5.3, a —b+i(c—d) est de module
Lie [(a—b)?+ (c—d)?=1.
V.5. En confondant les entiers avec leurs représentants dans Z/nZ, une base de V est don-

née par (0x)o<k<n—1, €t la matrice de ¢ dans cette base est la matrice de VANDERMONDE
(Q(k_l)(z_l))lgk,ggn. On note & = exp(*"), de sorte que &2 = (. 1l vient

det(p) = [ (F-¢hH= T[] &re-¢h.

0<b<k<n—1 0<t<k<n—1

Or, dans cette expression, on a
gh=t _ ¢tk — 9jsin ((k - @”)
n

dont un argument est 7/2 puisque le sinus est positif. Il en résulte qu’un argument de det(y)

est
s (e

0<l<k<n—1
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V.6.

VI.1.

VI.2.

ie.

ou encore

soit %(n —1)(3n — 2).
(n—1)(3n — 2)
2

Mais un de ses arguments est aussi g(c+2b+3d) et il vient donc 2b+c—d =
(mod 4).

On est donc invité a calculer modulo 4. Sin =1 (mod 4), alors (n+1)/2 est impair et (n—1)/2
est pair. Il vient donc a+b =1 (mod 2) et c+d =0 (mod 2). Puisque —1 =1 (mod 2), on en
tirea—b =1 (mod 2) et c—d = 0 (mod 2). Comme (a—b)?+(c—d)? = 1, il vient |a — b| = 1 et

-1 -1 -1 -2
c¢c=d, dou {a,b} = {n 7n+3} ete=d="""Par conséquent 2b = (n=1)Bn—-2)
4 4 4 2
-1
(mod 4). Comme n =1 (mod 4), 3n —2 =1 (mod 4) et il vient 2b = (n—1) (mod 4). Par
-1
conséquent b= (n—1)/4detona|sin=1 (mod4),a:n+3 etb:c:d:n4 .

1
Si maintenant n = 3 (mod 4), il vient a = b = nt et [c—d| =1.On a alors 3n —2 = —1
1 -1 1
(mod4)et2b:n+ , doit ¢ — E_TLT_%E—TLzl(1rnod4).Ilvientc—dzl
1 -3
et donc sinEB(mod4),a:b:c:n+ etd:n4

Comme 7, = ((a — b) + i(c — d))/n, il vient

sin=1 (mod 4), 7, = v/n et, sin =3 (mod 4), 7, = i/n.

PARTIE VI - Réciprocité quadratique

On a vu en II.4 que les entiers d’'un corps sont exactement ses éléments annulés par un
polynoéme unitaire a coefficients entiers relatifs. Comme K C L, il vient directement

OLNK = 0k.

Puisque g est premier les coefficients binomiaux Z) sont divisibles par g pour 1 < k <¢—1,

car alors ¢ divise I'entier k! (g) et est premier avec k!. En particulier, si z et y sont dans O,
alors (z + y)? — % — y? est une somme d’entiers multiples de ¢ multipliés par un produit
d’éléments de Oy, et appartient donc a gOy, puisque O, est un anneau. Une récurrence
immédiate montre qu’il en est de méme pour une somme finie quelconque.

Puisque C‘”Q est une racine de l'unité, elle appartient a Or, et donc 7, € Or,. Par définition
7, € K et il vient 7, € Ok. La remarque précédente, donne également

- 3 (" eq0y.
x€Z/pZ

9
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VI.3.

VI4.

Si ¢ est un carré modulo p (nécessairement non nul car ¢ est premier & p), alors u — qu est
une bijection de Z/pZ dans lui-méme qui envoie 0 sur 0, un non-carré sur un non-carré et un
carré non nul sur un carré non nul. Il en résulte

Z an:2: Z Cx2:7'p

x€Z/pZ 2€Z/pZ

ay — q_ (1
et comme (p) =1, 7] (p)Tp € Oy,
Si ¢ n’est pas un carré modulo p, u — qu est une bijection de Z/pZ dans lui-méme qui envoie
0 sur 0, un non-carré sur un carré non nul et un carré non nul sur un non carré. Il vient

Z CQx2+ Z <x2:2 Z Cu:O

x€Z/pZ x€Z/pZ u€Z/nZ

puisque chaque (% est obtenu deux fois : une fois dans chaque somme si © = 0, deux fois dans

la premiere somme si ce n’est pas un carré et deux fois dans la seconde si c’est un carré non
\ — _ q _ (4

nul. Comme (p) =—1, 7 (p)’]'p € Or.

Or 7§ — (Z)Tp € K car 7, € K et donc aussi apres division par ¢. On conclut grace a VIL.1,

q
Tg — <p>7'p € Oxk.

OnaK=Q[/p]sip=1 (mod4) et K= Q[,/—p] sinon. Comme p est premier, il est sans
1+ /p 1+iy/p
2 2

carré de sorte qu’en posant w, = sip=1 (mod4) et w, = sinon, d’apres
IIL.6, Ox = Z @ Zw,.

On suppose n1, € ¢Ok. On dispose alors de a et b dans Z tels que n1, = q(a + bwy). 1l vient

1+
alors, si p = 1 (mod 4), n\/p = ¢ (a +0b 2\/§> et donc, par unicité de 1’écriture (d’apres

111.6), g = —aet n=—qa.

1+
Sip =3 (mod 4), il vient in,/p = ¢ (a + bz\/ﬁ> et donc, toujours par unicité de ’écriture,

b
= —a et n = —qa. Il en résulte

2
D’apres V.6, on a

p—1g—1 g—1

et donc, en posant n = (—1)"2 2 p 2 — <q>, on a n7, € ¢gOk. On a donc n =0 (mod q),
p

d’apres ce qui précede, i.e.

(;) = (-)FE T = ()T T @ (mod g)

d’apres [.2. Comme g > 1 et comme les extrémes valent +1 tous les deux, ils sont égaux, i.e.

P) () _ Cyytest
o)lg) ==

10
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VIL5.

VI.6.

VI.7.

VIS.

VI.9.

Par construction, si ¢ existe, elle est unique. Soit alors 'application de Z? dans Z/pgZ donnée
par (z,y) — px + qy (mod p)q. Alors le résultat ne dépend que de la classe de  modulo ¢
et de celle de y modulo p. Par ailleurs, soit (z,y) et (2/,3’) deux couples d’entiers tels que
pr+qy = px’+qy’ (mod pq). Alors, en prenant les classes modulo p, il vient gy = qy’ (mod p)
et, puisque p et ¢ sont premiers entre eux, ¢ est inversible modulo p et donc y =3’ (mod p).
Mutatis mutandis il vient 2z = 2’ (mod ¢) et donc I'application ainsi construite est injective.

Par cardinalité elle est donc bijective et ainsi ‘il est une unique telle bijection. ‘

On note ¢ = exp(%), G =(1= exp(%) et (g =(¢7 = exp(%). Il vient, en utilisant la
bijection précédente,

Tpq = Z Z C(:L“JDerq)2 — Z Z Cz2p2+y2q2+2mypq — Z Z Cx2p2+y2q2

2€Z/qZ yeZ/pZ 2€Z/qZ yeZ/pZ 2€Z/qZ yeZ/pZ

et donc

=< > c) ( > C) =( > ng2> ( > 4;5”2) -
r€Z/qZ yEZ/pZ x€Z/qZ yEZ/pZ

D’apres les calculs effectués en VI.2, on en déduit | 7,4 = (p) <q> TpTq-

q/\P

D’apres V.6, on a 7pq/(7p7) = 1sip=1 (mod 4) ou ¢ =1 (mod 4), et le quotient est égal

a —1 sinon. On en déduit directement (p) (q) = (_1)%%1

D’apres II1.6, on a Ok = Z[i] car —1 = 3 (mod 4).
On a encore, d’apres la formule du binéme, (1 + )¢ — 1 — i? € ¢Z[i]. Comme

(144 = (22)%(1 +1i) et 27 = <3> (mod q)

il vient

@(1 L) =i T (1 4+ € gZi] .

Or, ces deux quantités ont méme module, & savoir v/2 puisque ¢ est impair. Le module de leur
différence est donc au plus 2v/2 d’apres I'inégalité triangulaire. Comme les éléments non nuls

2 114144
de ¢Z[i] sont de module au moins égal & g et qu’on a 2v2 < 3 < ¢, il vient < ) = i_qu 1—5_2‘ ,
q )

(2 e
soit <q>—( 1) .

Le théoréme admis est le grand théoreme de DIRICHLET. On décompose n en facteurs premiers
sous la forme n = n = (—1)*2%p5? ... pr* ou les p; sont des nombres premiers impairs

distincts et les o; des entiers naturels éventuellement nuls. On pose m = 8ps - - - pi.

11
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Pour p premier impair, on se donne x, qui n’est pas un carré modulo p, ce qui est licite
puisque 'ensemble des carrés de Z/pZ est de cardinal (p + 1)/2. On note z; = x,,.

D’apres le théoreme chinois, on a un isomorphisme d’anneaux
Z/mZ ~7Z/8Z x Z/psZ x ---Z/p,Z

et on peut choisir un antécédent de y; de (1,--- ,z;,---,1), pour 2 < i < k, un antécédent y;
de (5,1,---,1) et yo un antécédent de (3,1,--- ,1). Par construction yo, ..., yx sont premiers
a m puisque premiers a 2 et a chacun des p;.

On dispose donc, d’apres le théoreme admis, d’une infinité de nombres premiers congrus a
y; modulo m, et ce pour tout ¢ dans [0; k]. En particulier il en existe hors de S et donc on
dispose de g; tel que g; € S, g; premier et ¢; = y; (mod m). D’apres le choix effectué, si i > 1,
y; =1 (mod 4) et donc ¢; =1 (mod 4) (puisque 4 | m). Par réciprocité quadratique, il vient

)= 6)-G)- ()

tandis que, pour j # i et j > 1, (zz) = (Z;) = 1. Enfin, puisque ¢; = 1 (mod 4), —1 est un
carré modulo 4 et il en résulte que n est, modulo g;, un carré multiplié¢ par p;*. Comme p;
n’est pas un carré modulo g;, «; est pair. Il en résulte que, au signe pres, n est un carré.
Comme ¢ est un carré modulo gy, ag est également pair et donc ’n est un carré. ‘
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