Richard DEDEKIND (6/10/1831-12/2/1916) nait et meurt & Brunswick, ou
il passe presque toute sa vie. Il vit célibataire avec sa sceur Julia jusqu’a la
mort de celle-ci en 1914. DEDEKIND est le dernier éleve de GAUSS a Gottin-

gen. Il y donne des cours de probabilités et de géométrie, et y fait connaitre
la théorie de GALOIS, popularisant la notion de groupe fondamentale en
algebre et en arithmétique.

En 1858, il va & Zurich pour enseigner & 'Ecole polytechnique fédérale
de Zurich. C’est la qu’il définit les coupures, une nouvelle idée pour repré-
senter les nombres réels. En 1872, il publie ses réflexions dans « Continuité
et nombres irrationnels ». En 1874, il rencontre CANTOR et est parmi les
premiers a comprendre la portée de ses travaux sur la théorie des ensembles
infinis.

DEDEKIND édite les ceuvres de DIRICHLET, GAUSS et RIEMANN. Les édi-
tions de 1879 and 1894 des Traités de RIEMANN sur la théorie des nombres
contiennent des suppléments introduisant la notion d’idéal, fondamentale
en théorie des anneaux. (le mot « anneau », introduit en 1897 par HiL-
BERT, n’apparait dans le travail de DEDEKIND.) Le concept est développé
par HILBERT et (Emmy) NOETHER. Il généralise des notions de KUMMER
introduites pour tenter de démontrer le théoreme de FERMAT.

En 1888, il publie Was sind und was sollen die Zahlen ¢ (Que sont les
nombres et & quoi servent-ils ?), avec une axiomatique des nombres naturels,
simplifiée un an plus tard par PEANO. La notation N est introduite par
DEDEKIND (qui n’inclut pas 0) et il construit formellement Z. Toutefois la
notation est de BOURBAKI : DEDEKIND utilise K !
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8.1. INTRODUCTION

Programme

— Séries a termes positifs. Régle de D’ ALEMBERT. Comparaison série-intégrale.

Interprétation géométrique. Sommation des relations de comparaison : do-
mination, négligeabilité, équivalence.

Famille sommable de réels positifs indexée par un ensemble dénombrable.
Somme. Sommation par paquets (démonstration hors programme).

Espérance d’une variable aléatoire & valeurs dans R, notée E (X). Espé-
rance d’une variable aléatoire suivant une loi géométrique, une loi de Pois-
SON. Si 0 < X <Y et siY est d’espérance finie, alors X est d’espérance
finie. Inégalité de MARKOV.

Intégration des fonctions positives sur un intervalle de la forme [a;+oo].
Critere d’intégrabilité. Cas des fonctions puissances sur [1; +oo[. Compa-
raisons : 0 < f < g, f = O(g), f ~ g. Intégration sur un intervalle quel-
conque. Cas des fonctions puissances. Cas de nullité de l'intégrale d’une
fonction continue a valeurs positives. Intégration des relations de comparai-
son : domination, négligeabilité, équivalence.

Fonctions convexes d’une variable réelle, inégalité de JENSEN. Caractérisa-
tions : convexité de ’épigraphe, inégalité des pentes. Caractérisation des
fonctions convexes dérivables ou deux fois dérivables sur I. Position rela-
tive du graphe et de ses cordes. Position relative du graphe d’une fonction
convexe dérivable et de ses tangentes.

n Introduction

Théoréme 8 - 1

A partir des années 1860 il devient pressant de construire formellement les nombres
réels. Jusqu’a cette date, 'existence des réels et leurs propriétés sont admises, par
exemple par CAUCHY dans son cours & I'Ecole Polytechnique ou par GAUss dans ses
nombreuses démonstrations du théoreme fondamental de 1'algebre. En 1817 le prétre
Praguois Bernhard BOLZANO établit qu’une partie non vide majorée de réels admet
une borne supérieure, dans un mémoire peu lu et peu influent jusqu’aux travaux de
WEIERSTRASS vers 1865. Les premieres constructions, basées sur les suites de CAUCHY,
sont dues & Charles MERAY en 1869, mais surtout & Georg CANTOR dont les idées
furent exposées en 1872 par HEINE, date de publication de la méthode des coupures
par DEDEKIND. Ce dernier s’appuie également sur la propriété de borne supérieure

mais, contrairement & BOLZANO, définit les nombres réels.

(#) Soit K un corps totalement ordonné. Alors les propriétés suivantes sont
équivalentes a K ~ R :

1.

Un corps ordonné est un corps muni d’une relation d’ordre total et compatible a
Paddition (¢ < b= a+ ¢ < b+ c¢) et a la multiplication (¢ > 0 et b > 0 = ab > 0)

K possede la propriété de la borne supérieure (DEDEKIND) ;

2. le théoréme de la limite monotone (pour les suites) est vrai dans K ;
3.
4

. K est archimédien et le théoreme des suites adjacentes y est vrai.

K est archimédien et toute suite de CAUCHY y est convergente (CANTOR) ;
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Bernhard Bolzano
1781 — 1848

Théoréme 8 - 2

Théoréme 8 - 3

et une suite (u,) est dite de CAUCHY si

Ve>03neNV(p,q) N> (p=nAqg>n)= |u,—uyl <c.

David HILBERT énonce que R est un ensemble maximal parmi les corps totalement
ordonnés archimédiens, et que ceci le caractérise. De cette fagon il construit les nombres
réels a partir de la géométrie. Il complete 'axiomatique d’EUCLIDE et construit donc
I’analyse a partir de la géométrie.

Pour DEDEKIND, un réel est une partie propre A de Q, i.e. § € A C Q, stable par
minorant et n’ayant pas d’élément maximal, i.e.

Vae A VzeQ z<a=axcA)AN(Fd €A a<d).

N

1
Il identifie un rationnel r & {r € Qe <r}etea <zeQ|INeNz< Z—' .
n!
n=0
On peut aussi écrire un réel comme un couple (A, B) avec B = Q \ A4, de sorte

que {A, B} est une partition de Q telle que tous les éléments de A sont strictement
inférieurs a ceux de B et telle que A n’admette pas d’élément maximal. Avec cette
identification, un réel (A, B) est la « coupure » entre A et B. Il est rationnel si et
seulement si B admet un élément minimal. L’ordre est celui donné par ’inclusion :
(A,B) < (A",B') = A C A’ En particulier (4,B) < 0si A C Q*. L’addition se fait
sur la partie gauche : A+ A" = {a+d’|(a,a’) € A x A’}. Sur la partie droite, c’est
plus subtil, on a Q\ (A+ A") = B+ B’ U {min(B + B’)}, ol le minimum peut ne
pas exister (si la somme n’est pas rationnelle). Quant & la multiplication, elle est plus
facilement définie sur les nombres positifs puisqu’alors Q\ A- A’ = BB’ U{min(BB’)}
avec BB’ = {bb' | (b,1’) € B x B'}. On la compléte en utilisant la régle des signes.

C’est dans ce contexte, avec cette construction que les théorémes suivants prennent
tout leur sel!

BorzaNo — 1817 & DEDEKIND — 1872
Toute partie non vide majorée de R admet une borne supérieure.

Convergence monotone
Soit (u,) une suite croissante de réels. Alors (u,) converge si et seulement si
elle est majorée. Dans ce cas on a lim u,, = sup u,, et sinon (u,) diverge vers +oco.

Le point principal est qu’on définit, construit ou atteint des nombres réels en consi-
dérant des ensembles et en prenant leur borne supérieure. Il n’est par exemple pas
immédiat que la limite est linéaire dans ce contexte. La partie multiplication par un
réel positif et ’addition sont des conséquences du fait que R est un corps ordonné,
i.e. que 'addition et la multiplication sont compatibles a l'ordre. La partie multipli-
cation par un réel négatif nécessite une gymnastique de renversement des inégalités.
C’est pourquoi on va tout d’abord considérer des objets a valeur dans R, et utiliser
des moyennes (ou combinaisons convexes), de facon & former I’analogue des espaces
vectoriels dans ce contexte, a savoir des cones convexes.
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E Familles de réels positifs

La construction des nombres réels est hors-programme. Il est admis que R
existe et vérifie la propriété de la borne supérieure. On en déduit le théoreme de
convergence monotone, celui des suites adjacentes (et des segments emboités) ainsi
que le caractére archimédien. Seules les suites de CAUCHY sont hors-programme.
On remplacera ce concept par un autre, légerement moins général, dit de lo-
cale compacité et qu’on formulera comme réciproque partielle du théoreme de
BOLZANO-WEIERSTRASS.

Soit > u, une série a termes réels positifs. On note Z Uy, I’élément de R U

neN
{+0o0} défini par

Définition 8 - 1 N
Z Uy = SUP Z Up -

neN NeN n=0

La série est dite convergente si sa somme est finie, divergente sinon.

Soit > uy, une série & termes réels positifs. Alors > u,, converge si et seulement
si, en notant &y (N) I'ensemble des parties finies de N,

Proposition 8 - 1 sup Zuj

TP (N) iy

existe (et est fini).

Démonstration. On suppose que Y u, converge et on note S = Z Up, l.e. § =

neN
N max(J)
sup Zun Pour tout J dans & (N), on a Zun < Z Uy, par positivité des
NeN n=0 neJ n=0
termes et donc S est aussi un majorant de ces sommes, i.e. (uy,)neN €st sommable.
Comme [0;n] C &5 (N) pour tout entier n, la réciproque est immédiate. |

D’ou le concept plus général de famille sommable.

Une famille (u;);er de réels positifs indexée par un ensemble dénombrable I
est dite sommable si, en notant & (I) 'ensemble des parties finies de I,

sup Zuj
JE.@f(I)jEJ

existe (et est fini).

Dans ce cas on note Zu, ce supremum et on I’appelle somme de la famille
il
(u;)ier. Dans le cas contraire, on dit que la famille n’est pas sommable et on note

Zui = 4-00.

i€l
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Remarques 8 - 1

Exemple 8 - 1

.
.\ . .
N

Propriété 8 - 1

Définition 8 - 3

Exemple 8 - 2

| |‘

Une série Y u, & termes réels positifs est convergente si et seulement si la
famille (uy, )nen est sommable. La somme est indépendante du point de vue choisi.
Toute sous-famille d’une famille sommable de réels positifs est sommable.

Soit (X;);er une famille disjointe d’intervalles ouverts inclus dans [0;1] et u;
la longueur de X;, alors (u;);es est sommable de somme inférieure & 1.

La famille (u;);cr de réels positifs est sommable de somme S si et seulement
si

VeeRL, 3T e Zp(I) VK€ Py(I) ,JCK=S-e< ) wu<S.
keK

Dans ce cas, pour toute suite croissante (J,)n,en de parties finies de I telle que

limTJn:I,ona hm Z Zul

jEJ el

Démonstration. L’existence d’une partie J vérifiant S — e < Zuj < S résulte de
jeJ
la définition d’un supremum. La propriété résulte alors de la positivité des termes.
La seconde partie résulte du fait que si lim 1 J,, = I, alors pour tout J dans ¢ (1),
il existe un entier ng tel que, pour n > ngy, J C J,. O

En pondérant les séries ou les familles, on obtient des notions encore plus gé-
nérale comme celle de lespérance mathématique (somme de la famille (p,x,) ou
pn, = P (X =x,)) ou de l'intégrale généralisée : une somme de RIEMANN n’est rien
d’autre que la somme de (u;f(&)) ou u; est comme ci-dessus la longueur de X; et
& e X;.

Le mot « Espérance » est a rapprocher, en mathématique, du verbe espagnol esperar
qui signifie attendre. En anglais on parle d’ailleurs d’expected value. 1l s’agit donc d’une
valeur attendue.

Antoine GOMBAUD, chevalier de Méré, propose & Blaise PASCAL le probléme des
partis, dans la continuation de celui de la rupture des contrats entre marchands. PAs-
CAL développe ses arguments dans son Traité du triangle arithmétique et l'illustre
a propos d’'un jeu de hasard en trois parties gagnantes interrompu avant la fin. La
question est de répartir les enjeux de facon équitable.

Soit X une variable aléatoire réelle sur ’espace probabilisé (€2, .4, P) avec
X () fini ou inclus dans R ; on définit 'espérance de X par la formule

= ) PX
z€X ()

ou, autrement dit, E (X) est la somme de la famille (P(X = 2)z),c v (q)-
Dans le cas ou ’ensemble des valeurs est infini, 'espérance peut étre infinie.

Si A est un événement observable, 14 est une variable aléatoire discreéte et
positive d’espérance P(A).
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La moyenne d’une variable aléatoire suivant une loi de BERNOULLI est p puis-
Exemple 8 - 3 qu’alors
E(X)=(1-p)x0+px1l=p.

Trois bus emmeénent 135 étudiant(e)s en voyage scolaire dont un(e) qui connait
Exemple 8 - 4 un raccourci. L’espérance du nombre d’étudiant(e)s arrivant en premier est supé-
rieure a 45.

n

Si X ~ B(n,p),alors E (X) = Z (Z)pk(l—p)"_kk = mp puisque, en posant
k=0

n n
P=(1+T)",ona P = kz_o (Z)Tk et donc TP =nT(1+T)" ! = kz_o (Z) kT*,

‘ol n p 3
Exemple 8 - 5 d’ou E(X) = (1 —p) (TPI) <—), Le.

n—1
P p _
E(X)=(1-p) 1—p<1+1—p) np .

Ce n’est pas surprenant puisqu’on a affaire a la somme de n variables de BER-
NOULLI, chacune d’espérance p.

Proposition 8 - 2 Si X ~ P (A), alors E (X) = A.
+oo k‘/\k +oo /\k—l
Démonstration. Ona E(X) = e nz:% ST Ae A nZ::l W =\ O

C’est cohérent avec le fait que X peut s’obtenir comme une limite de variables

Remarque 8 - 2 P g 3 Tg c P 2 N
E aléatoires suivant une loi binomiale d’espérances égales a A.

Matching problem

Soit 2 =5, A= 2 (Q) et P la probabilité uniforme. On note X la variable
aléatoire donnée par X (o) = Card [1;n]” = Card {k € [1;n] |o(k) = k}. On in-
troduit alors, pour k dans [1;n], la variable aléatoire X donnée par Xy(o) =

n 1 n
5k7a(k). On a donc X = ;Xk et X ~B (ﬁ) donc E (X) = ;E(Xk) - 1.
Autrement dit le nombre de points fixes moyen d’une permutation est 1.

Exemple 8 - 6

Dans la question posée a PASCAL, si une joueuse mene par deux victoires a une
e . o1
et que chaque manche est modélisée par une loi de BERNOULLI de parametre 3 alors

elle a trois chances sur quatre de remporter la partie. Aussi PASCAL suggére que, si le
jeu devait s’arréter a ce moment la, cette joueuse reparte avec trois quarts de la mise
et son adversaire le quart restant car son espérance de gain est de trois quarts de la
mise. Si le parameétre était p, 'espérance serait de p+ (1 — p)p, soit p(2 — p), pour une
mise de 1.
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E Intégration des fonctions positives

Définition 8 - 4

Remarques 8 - 3

Exemple 8 - 7

Théoréme 8 - 4

/(n+1)7r sin?(z)
d

Soit maintenant I un intervalle quelconque de R (ni fermé, ni borné a priori).

b
Soit f dans CY, .. (I, R.). On dit que f est intégrable sur I si sup / ft)dt
[a;b]cT Ja
sup [
est fini. On note alors / f cette quantité ou encore () de.

I inf [
Dans le cas contraire, on dit que f n’est pas intégrable sur I.

Cette notion n’est pas nouvelle si I est un segment puisque, par croissance de
I'intégrale, / f est un majorant et méme un maximum des quantités [ f pour
J

I
J segment inclus dans I. La notation est donc cohérente.
SiJ C I etsif estintégrable sur I, alors f est intégrable sur J et

Ji<]s.

Si I est borné, la fonction constante égale a 1 est intégrable sur I et on a

/1 ={(I) =sup(l) —inf(I) ,

I

ou ¢(I) représente sa longueur.

La caractérisation suivante est importante car elle permet de se ramener a des
suites.

Intervalles exhaustifs
Si I =lim,en 1 I, ot (I,) est une famille de segments, alors f est intégrable

sur [ si et seulement si la suite / f ) est majorée ou encore si et seulement
I neN

si elle est convergente.
Dans ce cas on a

/f—sup f—hm f

n JI,

Démonstration. Clest immédiat en remarquant que, si J est un segment inclus
dans I, alors il existe un entier N a partir duquel J C I,,, pour n > N, en utilisant la

croissance de l'intégrale : sup [ f = sup f- O
J JJ n JI,

"y 20 sin?(x) . .
L’intégrale ———= dx diverge car, pour tout entier naturel n, on a
0 xr

>
- z TS omt1)
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Trouver un exemple de fonction intégrable non bornée.

Si f est continue par morceaux sur Ja;b[ et si (a,)nen est une suite décrois-

sante de limite a, alors f est intégrable sur [a;b] si et seulement si la limite de
Exemple 8 - 9

b
/ f(t) dt existe.

Relation de CHASLES
Soit ¢ un point intérieur & I, J; =] —oo;c] N1 et Jo = [¢;+oo[ N1, alors f
Propriété 8 - 2 est intégrable sur [ si et seulement si elle I’est sur Jiet sur Jo. Dans ce cas on a

/If:/Jler/hf-

Démonstration. Cela résulte directement de la relation de CHASLES dans le cas des
segments. O

Intégrabilité locale

On dit que f est intégrable au voisinage d’une des bornes « de I (éventuel-
Définition 8 - 5 lement infinie) si elle est intégrable sur un intervalle J inclus dans I dont 1'une
des bornes est «. Par relation de CHASLES f est intégrable sur [ si et seulement
si elle I’est au voisinage de chacune des bornes de I.

1. En une borne finie «, si f est continue ou prolongeable par continuité en c,

L, alors f est intégrable au voisinage de .
Propriétés 8 - 3

Voici quelques propriétés élémentaires.

2. Si f est continue, alors / f =0 si et seulement si f est nulle.
I

Démonstration.

1. On note g la fonction prolongée en a. Pour x dans I, on note J le segment

joignant o & z. Par continuité de g, I'intégrale / g existe. D’apres ce qui précede,
J

pour tout segment K inclus dans J et ne contenant pas «, on a / g < / g et
K J

donc aussi / f< / g puisque f et g coincident sur K. Il en résulte que f est

K J
intégrable sur J, et donc localement intégrable au voisinage de a.

[\

. Si f est continue et /f = 0, alors pour tout segment J inclus dans I, on a
I

/ J =0et donc f; = 0 par caractérisation des intégrales de fonctions continues
J
et positives sur un segment. Il en résulte que f est identiquement nulle sur 1.

O
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n Structure

Propriété 8 - 4

Théoréme 8 - 5

Comme R est un intervalle, on peut s’attendre a trouver pour les objets précé-
demment définis des structures proches : stabilité par addition ou par multiplication
par un réel positif, par exemple. On parle de structure de cone convexe.

Co6ne convexe des familles sommables de réels positifs
Si (a;)ier et (b;)icr sont deux familles sommables de réels positifs, alors (a; +
bi)icr Dest aussi et Z(ai +b;) = Zai 4 Zbi‘
il il il
Si A est un réel positif, alors (Aa;);e; est sommable de somme A Z a;.
i€l

Démonstration. Si A et B sont les sommes des deux familles, pour tout € strictement
positif, on applique la propriété précédente pour trouver .Jy et J; tels que, pour K dans
Pr(I),onait A—e < Zak SAsiJyCK,et B—e<} b <B,siJi CK,
keK
et donc, pour JoUJ; C K, A+ B -2 <3, plap+by) <A+ B.
De méme, pour Jy C K, on a A — e < Z)\ak < M\A. O
keK

Sommation par paquets — cas positif
Soit I un ensemble dénombrable et (I,)nen une partition de I. Soit (u;)ier
une famille de réels positifs, alors elle est sommable si et seulement si

1. pour tout entier n, la famille (u;);cr, est finie ou sommable;

2. la série Z (Z uz> converge.

n i€l,

+oo
Dans tous les cas E Uy = E ( g ui>, en convenant que si la somme du

il n=0 \i€l,
membre de gauche est infinie, soit un des termes de la série en n est infini, soit

celle-ci est divergente, et réciproquement.

Démonstration. Si(u;)ier est sommable, alors (u;);ez, est finie ou sommable d’apres
la remarque précédente. De plus pour tout € dans R}, on dispose d’une partie finie .J
de I telle que, pour toute partie K de [ finie et contenant .J,

Zui—aegZujSZukSZui.

i€l jed kEK il
Comme (I,,)nen est une partition de I, pour toute partie K de I finie et contenant J,

N
on dispose de N dans N tel que K est inclus dans U I, et il vient

n=0
N
Zui—€§ ZukZZ Z UkSZUi
i€l keEK n=0kel,NK i€l
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8.4. STRUCTURE

Théoréme 8 - 6

Propriété 8 - 5

et donc, par passage au supremum sur K ;

Zui—sgiZuk§Zui.

iel n=0kel, iel

Par positivité des termes de la série du milieu, elle converge car elle est majorée, et on
obtient par passage a la limite en N :

Zui—sg—i_ZOOZuigZui.

i€l n=0i€el, iel
D’ou le résultat dans ce cas.
Si au contraire (u;);c; n’est pas sommable, on distingue deux cas. Si 'une des
familles (u;);er, n’est pas sommable, le résultat est immédiat. Sinon, pour tout M
dans R}, on dispose d’une partie finie J de I telle que, pour toute partie K de [ finie

et contenant J, M < Zuj < Z ug. On termine alors comme précédemment pour

jeJ keK
N “+o0
obtenir M < E E u; puis E E u; = +00. O
n=0:€l, n=0:€l,

On appelle, trés improprement, série double une famille indexée par N2. Le théo-
reme de sommation par paquets se reformule en le théoreme de Leonida TONELLI
(1885-1946).

Théoréme de TONELLI discret
Une famille (a; ;)@ j)enz de réels positifs est sommable si et seulement si

1. pour tout entier j, la série g a;,j est convergente ;

K2

+oo
2. la série Z (Z ai,j> est convergente.

i \i=0
De plus on a, méme si certains termes sont infinis,

D @ = io (f am’) = io fam

(1,5) ENZ =0 \i=0 i=0 \ j=0

Coéne convexe des variables aléatoires positives intégrables

L’ensemble des variables aléatoires réelles positives sur un méme espace pro-
babilisé et admettant une espérance, est stable par addition et par multiplication
par un scalaire positif et ces opérations sont compatibles a 1’espérance.

Démonstration. Soit X et Y deux variables aléatoires discretes positives définies
sur un méme espace probabilisé (2, A, P). On note (2 )neN €t (Ym)men les valeurs de
X et Y. Afin de simplifier, si X ou Y sont a valeurs finies, on compléte avec des valeurs
arbitraires (positives) de probabilité nulle. Soit Z = X + Y et (z;) 'ensemble de ses
valeurs. C’est un ensemble discret de réels positifs car N x N est dénombrable et R
stable par addition. Par construction on a (Z = z;) = >, (X = 2, Y = 2 — 2,)
et donc Z est mesurable, i.e. ¢’est une variable aléatoire. Plus précisément on a

P(Z=zn)= Y PX=x.,Y=yn).
(n,m)eN?
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On commence par appliquer le théoreme de TONELLI pour obtenir la sommabilité des
familles positives (,P (X = 77, Y = ym))mm)eN et (UmP (X = 2., Y = ym)) (n,m)en
puisque la somme & n (resp. m) fixé vaut z,P (X = z,,) (resp. ymP (Y = yn)), par
formule des probabilités totales, et que cette famille est sommable par hypothése. On
en déduit, en additionnant ces deux familles sommables,

EX)+E(Y)= > (2n+ym)P (X =2,Y =ym)
(n,m)eEN

Enfin, pour k fixé, on note I, = {(n,m) € N |z, + ym = 2i}. Le théoréme de somma-
tion par paquets et la formule pour P (Z = z;) donnée si-dessus entrainent que X +Y
admet une espérance, égale & E (X) + E(Y).

La stabilité par multiplication par un scalaire positif résulte directement de celle
des familles sommables puisque AX est une variable aléatoire d’ensemble de valeurs
(Axy,) et qu'on a (AX,, = A\x,) = (X =x,) si A # 0 et AX,, = 0 sinon. O

Produit de CaucHY
Soit Y a, et > b, deux séries & termes complexes. On appelle produit de
CAUCHY des deux séries la série Y ¢, définie par

n
Cp = Z apbg = E apbn_r .
k=0

ptqg=n

Définition 8 - 6

Si Y an et Y b, sont deux séries a termes positifs convergentes, alors leur
produit de CAUCHY ) ¢, l’est aussi et on a

Démonstration. Le produit de CAUCHY est un simple cas particulier de sommation
) 2 P
par paquets (avec I, le carré [0;n]”) et, en posant ., = amby, on déduit de

iio‘ﬂji(éﬂi) jiobj s(jiai). :Zjbj

i=0 j=0

Théoréme 8 - 7

que le produit de CAUCHY de deux séries convergentes est convergent et que la somme
du produit est le produit des sommes. O

Proposition 8 - 3 Si X ~ G (p), alors E (X)

Il
SHIE

Démonstration. On considére, pour = dans ]0;1[, la série Y 2™ convergente de

somme . Son produit de CAUCHY avec elle-méme est donc également convergent

et sa somme est le carré de i . Autrement dit > (n+1)a™ est convergente de somme

1
W et donc, en décalant les indices et en 'appliquant pour x = 1 — p, il vient
—
=X 1 1
E(X)= np(l—p)" t=p—— =, O
(3) =2l A—0-pP »

Francgois SAUVAGEOT - Lycée Clemenceau - Nantes - @®®® - 2021-2022


http://www.mathom.fr/

416

8.5. CRITERES DE COMPARAISON

Remarque 8 - 4

Propriété 8 - 6

Quand on modélise un instant de premier succes par une loi géométrique, on
a affaire & une variable soit qui n’est pas définie sur tout €2, soit qui prend la
valeur infinie. L’événement problématique est négligeable en ce sens qu’il est de
probabilité nulle. On convient qu’il ne compte pas dans le calcul de ’espérance.
Autrement dit P(X = +00) - (+00) =0 si P(X = +00) = 0.

Coéne convexe des fonctions positives (localement) intégrables

L’ensemble des fonctions positives et intégrables sur I (ou au voisinage d’une
de ses bornes) est stable par addition et par multiplication par un scalaire positif
et ces opérations sont compatibles a la prise d’intégrale.

Démonstration. Cela résulte directement de la linéarité de I'intégrale (sur un seg-
ment) et de argument utilisé pour les familles. |

E Criteres de comparaison

Proposition 8 - 4

Exemple 8 - 10

Comparaison des séries a termes positifs
Soit Z an et Z b, deux séries vérifiant, pour tout n entier naturel a partir
d’un certain rang, 0 < a,, < b,. On a

1. Si Z b, converge, alors Z a, aussi.
2. Si Z a, diverge, alors Z b, aussi.

Démonstration. Les suites de sommes partielles sont alors croissantes a partir d’'un
certain rang. Elles convergent donc si et seulement si elles sont majorées.

Soit ng le rang a partir duquel on a ’encadrement 0 < a,, < b,. On a alors, en
n n
notant S,, = Z ap et T,, = Zbk, Sp —Spy < T, — T, pour n > ng, et on en déduit

k=0 k=0
que si (T},) est majorée, alors (.S,,) aussi, ainsi que la contraposée. O

Nicole ORESME - 1350

La série harmonique diverge car, pour tout entier naturel n, on peut écrire
29-1 < < 2% pour un certain «, a savoir l'entier supérieur le plus proche de
logy(n), et il vient

1+1+1+1+1+1+1+1+ <1+1+1+1+1+1+1+1+
2 4 4 8 8 8 8 — 2 3 4 5 6 7 8
et la série de gauche admet 1 + n comme somme partielle d’indice 2. D’ou la
divergence.
1
Toujours par comparaison, il en résulte que la série de RIEMANN Z — di-
na

verge pour o < 1.
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Comparaison des familles de réels positifs
Soit A un réel positif et (a;);cr et (b;)icr deux familles de réels positifs indexées
Proposition 8 - 5 par un ensemble dénombrable I et telles que, pour tout i dans I, a; < A\b;. Alors
si (b;)ier est sommable, il en va de méme pour (a;);cr et Z a; < A Z b;.
i€l i€l

Démonstration. On a en effet, pour J dans &y (I), Zaj < )\ij < )‘Zbi' |
jeJ jeJ iel

Soit Z an et Z b, deux séries a termes positifs a partir d’'un certain rang.

Corollaire 8 - 1 1. Sia, = O (b,) ou a, = o (by,) et si Z b, converge, alors Z Q. aussi.

2. Si a, ~ b, alors Z an et Z b, sont de méme nature.

Sommation des relations de comparaison
Soit Zan el Z b, deux séries a termes positifs a partir d’un certain rang.
On suppose a,, = O (b,) (resp. an, = 0 (by), an ~ by).

—+oo —+oo +oo +oo
Théoréme 8 - 8 1. Si Z b,, converge, alors Z ap, =0 (Z bk> (resp. o (Z bk> o~ Z ag).
k=n k=n

k=n k=n
2. Si an diverge, alors iak =0 (i bk> (resp. o (i bk>, ~ iak).
k=0 k=0 k=0 k=0

Démonstration. La nature des séries a déja été étudiée. On note Sp(a) =", ., an
et Rp(a) = 3 4>y, an- B

Si on dispose de M dans R} et de njs dans N tel que, pour n > nyy, on ait
0 < a, < Mb,, on en déduit pour n > np, 0 < R,(a) < R,(b) et 0 < Sp(a) <
Snne (@) = Sny, () + S5 (D). De plus, si Y by, diverge, pour tout N dans N et € dans R,
on dispose de ne n tel que, pour n > n. n, Sy(a) < eSy(b).

Dans le cas a, = O (b,), on dispose de tels M et nys et alors pour n > njs (resp.
n > max(nar, i, ), on a Ry(a) < MR, (b) (resp. Sp(a) < 2M S, (b)) dans le cas
convergent (resp. divergent). D’ou le résultat dans ces cas la.

Dans le cas a,, = o (b,), on peut choisir M arbitraire et le résultat en découle.

Enfin si a, ~ by, on pose ¢, = |a, — by,|, de sorte qu’on a ¢, = o (b,). Comme
0<a, <b,+c, et 0<b, <a,+ cy,, il vient en utilisant ce qui précede dans le
cas convergent (resp. divergent) R,(a) < R,(b) + R,(c) et R,(b) < R,(a) + R, (c),
puis |Ry,(a) — R, (b)| < Rp(c) = o (R (b)) (resp. |Sn(a) — Sn(b)] < o (Sn(d))), dou le

S résultat dans ces cas. O
Ernesto Cesaro . N
1859 — 1906 Somrr.latlon au sens dfe CES/ARO .
Soit (a,) une suite réelle convergente. On note ¢ = lima,. Alors

Corollaire 8 - 2

1 n
lim —— =
lmn_"_lkzzoak

Démonstration. On a |a, — €] = o (1) et .1 diverge, d’ott S,,(Ja —£]) = o (n+1)
d’aprés ce qui précede et |S,(a —£)| < S,(|a — £|) par inégalité triangulaire, et donc
Sp(a) — (n+ 1) =0 (n+ 1), et 'assertion s’ensuit. O
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Proposition 8 - 6

Exemples 8 - 11

Proposition 8 - 7

Comparaison série et intégrale - M ACLAURIN — 1742
Soit f une fonction continue par morceaux de R, décroissante et positive
(ou bien croissante et négative). Alors la série de terme général a,, avec

:/nf@dhjﬁn=/%(ﬂ@—fm»&
=1 n—1

+oo
est convergente. En particulier > f(n) et / f(t)dt sont simultanément
0

convergentes ou divergentes.
Dauns le cas ol Y, f(n) est divergente, on a

k)w/onf(t)dt

Démonstration. Par décroissance, on a, pour tout n dans N*; 0 < a,, < f(n—1) —
f(n) et la série de terme général f(n — 1) — f(n) est convergente, de somme majorée
par f(0). Le résultat en découle par comparaison de séries & termes positifs.

Les sommes partielles s’écrivent, en utilisant la relation de CHASLES,

;%Af®&2ﬂ@

k=1
n
et donc f(t)dt admet une limite quand n tend vers l'infini si et seulement si

S f(n) cs(g convergente. Comme ([0;n]) est une suite exhaustive d’intervalles pour
R, l'existence de cette limite équivaut a la convergence de l'intégrale.

Enfin deux expressions tendant vers 'infini dont la différence est bornée sont équi-
valentes, puisque leur différence est dominée par I'une quelconque des expressions consi-
dérées. |

On obtient ainsi un critére de convergence pour les séries de RIEMANN et plus
précisément

n n _
1 1 nl=2 1
— ~1In(n E — —_— .
kY nriee 1—a k”‘ s (a0 — 1)no—1
k=1 si O<a<1 =n si a>1

k:l

La fonction ¢ de RIEMANN, somme de la série du méme nom dans le cas
convergent, est trés utilisée en théorie (analytique) des nombres du fait de son lien
treés profond avec les nombres premiers. Elle s’étend en une fonction de la variable
complexe a qui, grace & une équation fonctionnelle ou une écriture intégrale, peut
méme étre définie sur tout le plan complexe, a ’exception de 1.

Bernhard RIEMANN, 1826-1866.

Constante d’EULER-M ASCHERONI

On a
il—ln(nﬂ— +i+o S
ko 7 2n n

ou v est une constante réelle, dite constante d’EULER ou constante d’EULER-
MASCHERONI.
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Propriété 8 - 7

Propriété 8 - 8
Théoréme 8 - 9

Théoréme 8 - 10

Démonstration. On écrit In(n) sous forme de somme télescopique, i.e.

In(n) = (In(k) —In(k —1)) == » In (1 - ;)
k=2

et il vient

S =135 (e (1-1))

1 tm(1 1 1 1 1
—_ n —_ = ~N —— Y _—— — .
3 k 262 T \2k T 20k - 1)

1 1
Par comparaison la série de terme général % +1In (1 - k> (qui est une série & termes

et on a

négatifs) converge (et on note sa limite v — 1) et son reste est équivalent au reste de

1 1 1
la série de terme général | — — —— |, i.e. ——. |
) 2n

2k 2(k—1

Comparaison des intégrales de fonctions positives
Soit f et g dans CY,..(I,R ) avec g intégrable sur I. Si 0 < f < g, alors f

mcx

est intégrable sur I et 0 < /f < /g.
I I

Démonstration. Pour tout segment J inclus dans I, on a par croissance de I'intégrale

/ f< / g et donc l'intégrabilité de g sur I entraine celle de f. O
J J

Comparaison et intégrabilité locale de fonctions positives

Si f = O(g) en une borne « de I et si g est intégrable au voisinage de a,
alors f l’est aussi. En particulier si f ~ g au voisinage de «, alors f et g sont
simultanément intégrables au voisinage de a.

Démonstration. On dispose d’un intervalle J inclus dans I et d’une constante M
réelle positive telle que, sur J, 0 < f < Mg. L’intégrabilité de g au voisinage de «
entraine celle de Mg et donc aussi celle de f. Le cas particulier résulte du fait que
f ~ g entraine f = O (g) et g = O (f). O

Soit f dans C9,..([a;b[,Ry) avec —o0 < a < b < +o0 et F définie sur [a;b]
par F(z) = / f(t)dt. Alors f est intégrable sur [a;b[ si et seulement si F est

a
bornée sur [a;b[ ou encore si et seulement si la limite lim,- F existe.

Soit f dans CY,..(I,R) et ¢ dans I. On note F la fonction définie sur I par
x
F(z) = / f(®)dt. Alors f est intégrable sur I si et seulement si F' est bornée
(&

sur I ou encore si et seulement si F' a des limites aux bornes de I.

Démonstration. On utilise la caractérisation séquentielle de la limite ou du caractere
borné, ce qui permet de se ramener au cas d’une suite d’intervalles exhaustifs. O
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Théoréme 8 - 11

Propriété 8 - 9

Intégration des relations de comparaison de fonctions positives

Soit f et g continues par morceaux I, b une des bornes de [ et J un intervalle
de longueur non nulle inclus dans I, admettant b comme borne et tel que f et g
soient positives sur J.

On suppose g intégrable sur J. Si f ~ g ou f =04 (g) ou encore f = oy (g),

alors f est intégrable sur J. De plus on a les relations entre infiniment pe-

tits /:f(t)dt o /:g(t)dt ou /:f(t)dt = Op (/:g(t)dt> ou /:f(t)dt =
0p ( /x b g(t) dt) , Tespectivement.

On suppose maintenant g non intégrable sur J. Si f ~ 9 alors f n’est pas

intégrable sur J. De plus on a les relations entre infiniment grands, pour tout a

s T / ’ F(t)di ~ / "ot dt.

Toujours dans le cas g non intégrable, si f = Oy (g9) ou f = 0, (g), on ne peut
rien dire quant a U'intégrabilité de f en général, mais on a, pour tout a dans I,

/a w ft)dt =0, ( /a ’ g(t) dt) ou /a w f(t)dt = op ( /a ’ g(t) dt> , respectivement.

Démonstration. Le résultat sur l'intégrabilité de f résulte de ce qui précede. On
traduit la comparaison entre f et g par l'existence, étant donné € un réel strictement
positif quelconque ou M un réel fixé adapté, d’un intervalle J; inclus dans J et ad-
mettant b comme borne, ol sont vérifiées les inégalités 0 < (1 —¢e)g < f < (14 ¢)g,
0< f<Mgou0< f < eg, respectivement. Par croissance de l'intégrale, le résultat
est encore vrai pour les intégrales de f et g entre x et y dans J;. Dans le cas convergent,
le résultat en découle en faisant tendre y vers b.

Dans le cas divergent, pour a dans I et y dans Jy fixés, on dispose de Jy inclus
dans J; et admettant b comme borne tel que, pour x dans J,, on ait

/a " g dt

puisque le membre de droite tend vers l'infini. Plus précisément si b est la borne
supérieure de I l'intégrale dans le second membre tend vers +o0o et si b est la borne
inférieure, elle tend vers —oo. On en déduit, par relation de CHASLES et inégalité

xr xr xr
triangulaire, pour = dans Js : / f est compris entre (1 — 25)/ get (1+ 25)/ g,
a a a

)

/ayf(t)dt‘ <:

x

xT
entre 0 et (M +¢) / g ou entre 0 et 2¢ / g, respectivement. Le signe des quantités
a

a
xX

encadrant / f étant constant pour x assez proche de b, & savoir positif si b = sup [

a
et négatif sinon. L’assertion en découle. O

Comparaison des variables aléatoires positives

Si0 <Y < X, avec X et Y deux variables aléatoires définies sur un méme
espace probabilisé et X admettant une espérance, alors Y en admet une aussi et
ona0<E(Y)<E(X).

Démonstration. Pour x et y réels, on a P(X =2,V =y) 20 = y < z et le
théoréme de TONELLI montre que E (X) et E (Y') sont respectivement les sommes dans
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Proposition 8 - 8

R U {400} des familles (zP (X = 2,Y =y)) et yP (X = 2,Y = y) (avec Pargument
déja utilisé pour la propriété |8 - 5)). L’assertion en résulte par comparaison. O

Inégalité de M ARKOV
Si X est une variable aléatoire positive et si ¢ est un réel strictement positif,

alors
E (X)

t
Andrei MARKOV, 1856-1922, était un éleve de Pafnouti TCHEBYCHEV.

P(X > 1) <

Démonstration. Soit Y = tl(x>y) ie. Y(w) =t si X(w) >t et Y(w) = 0 sinon.
Alors Y est une variable aléatoire car X l'est et on a 0 < Y < X par construction.
Dou E(Y) =tE (]l(th)) =tP(X >t) <E(X). O

E Criteres de convergence

Proposition 8 - 9

Par comparaison & une série géométrique, on a le critere suivant :

Reégle de D’ ALEMBERT
Soit Zan une série a termes réels strictement positifs telle que la suite
(an+1/an) soit convergente.

.y Ani1
1. Si lim —F
Ap,

2. Si lim % > 1, alors Zan diverge.

< 1, alors Z an converge.

2. Gyl
3. Si lim 2+ = 1, alors on ne peut conclure.
QA

a
Démonstration. Notons £ = lim —*L. i ¢ < 1, alors a partir d’un certain rang ng,

an
Ap+1 1+ /

on a <

n
144 . -
et donc apy4+n < 5 Gn,. Par comparaison avec une série
an

géométrique de raison strictement inférieure a 1, E an est convergente.

1+¢
Int1 > + et donc

Si au contraire ¢ > 1, a partir d’un certain rang ng, on a
Qn

n
1+7 . S . .
Apg4n = 5 Gn,- Par comparaison avec une série géométrique de raison stricte-

ment supérieure a 1, E a, est divergente.

Les séries de RIEMANN vérifient toutes £ = 1 et ceci montre qu’en général, si £ = 1,
on ne peut conclure. O

Ce critere n’est pas tres fin, d’une part, et source de nombreuses erreurs,
d’autre part. En effet il faut bien se garder de croire qu’il énonce une équivalence.
En général quand une série converge on ne peut rien dire sur le comportement de la
suite (ap+1/an). Aussi peu de chose que sur la monotonie d’une suite convergente,
par exemple !
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Bien que non explicitement au programme, les critéres suivants résultent directe-
ment des théoremes de comparaison aux séries de RIEMANN ou aux séries géométriques.

(&) — Régle de RIEMANN
Soit Zan une série & termes réels positifs et o un réel. Si la suite (n%a,,)
admet une limite ¢, éventuellement infinie, on a :

14

{ Proposition 8 - 10 1. SiZe RY, onaa, ~ — et donc Z a, converge si et seulement si o > 1.
n

2. Si{=0,0naa, =o0(n"%) et done, si & > 1, alors Zan converge.

3. Sif=+00,0nan"*=o(a,) et donc, si « < 1, alors Zan diverge.

(&) — Régle de CAUCHY
Soit Z ay une série a termes réels strictement positifs telle que la suite (a,ll/ )
soit convergente.

{Proposition 8 - 1 1. Silim a}/" < 1, alors Zan converge.

2. Si lim a}/" > 1, alors Zan diverge.

3. Silimal/™ = 1, alors on ne peut conclure.

Démonstration. On a directement la comparaison a la série géométrique. Notons

. . . . 1+20\"
.Si ¢ < 1, alors a partir d'un certain rang ng, on a any4+n < — G-

1/n

{ =lima,

. . . . , 14+0\"
Si au contraire ¢ > 1, a partir d'un certain rang ng, on a Gpy4+n > (2) Gny- On

conclut comme pour la regle de D’ ALEMBERT.
Les séries de RIEMANN vérifient toutes £ = 1 et ceci montre qu’en général, si ¢ =1,

on ne peut conclure. (]
. La regle de CAUCHY est en fait plus fine. Elle met en jeu les notions de limites
[Pour aller plus loi 2 g o @2 ¢ 9 . p .
supérieure et inférieure d’une suite et est donnée en exercice.

(&) — Régle de DUHAMEL
Soit Z a, et Z b, deux séries a termes réels strictement positifs telles qu’a

p iti - . . . a b : .
AEEDDERNAG & o [ partir d’un certain rang on ait 0 < —ntl Z—H Alors, si Z b, converge, il en

a"ﬂ n

est de méme de Z Ay,-

P . A . . n
Démonstration. A partir d’'un certain rang, on a apq4n < b—obnOJrn et donc a,, =
no

O (by). L’assertion s’en suit. O
Pour U'intégrabilité locale, le critere le plus utile en pratique est celui de RIEMANN.
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Critére de RIEMANN
1. Silimy. z“f(xz) =£ € R, avec a > 1, alors f est intégrable en +oo.
2. Silim, o 2f(2) = ¢ € R\ {0}, alors f n’est pas intégrable en +oc.

3. Silimg+(x —a)®f(x) = £ € R, avec a < 1, alors f est intégrable en a (a
droite).

4. Si limg+(z — a)f(z) = £ € R\ {0}, alors f n’est pas intégrable en a (&
droite).

Démonstration. C’est une conséquence des critéres de comparaison pour les suites
a termes positifs, puisque I'intégrabilité se ramene a 1’étude de suites via les intervalles
exhaustifs. |

Comme souligné, la régle de RIEMANN pour les séries n’est pas au pro-
gramme, tandis que son alter ego (et conséquence) pour les intégrales 1est !

Les regles et criteres de ce paragraphe ne sont utilisables que pour les séries,
familles et fonctions & valeurs positives !

Vladimir Igorevich ARNOLD a posé aux alentours de 1995 la question suivante :
Existe-t-il un corps convexe homogene avec seulement deux positions d’équilibre, I'une
stable, 'autre instable ?

Nous avons d’abord prouvé son existence mathématiquement, puis nous avons pu
en faire réaliser deuxr exemplaires. C’est une forme trés difficile a réaliser puisque,
pour une forme d’une vingtaine de centimeétres, une erreur d’un millimétre fausserait

lexpérience.

Gabor DOMOKOS

A la suite de cette expérience, j'en ai déduit une classification des formes . ..

Nous avons réuni avec ma femme de nombreux galets et nous avons fait des statis-
tiques qui nous ont conduit d cette classification qui débute avec la Gémboc. En modi-
fiant légerement chacune des formes classées vous pouvez aboutir a la forme suivante
mais vous ne pouvez pas revenir ¢ la forme originelle. En d’autres mots, en partant
de cette forme, vous pouvez prouver que d’autres formes existent, mais en partant des
autres formes vous ne pouvez pas prouver que la premiére existe.

— Gabor DomoKoOs (2007)

Une partie convexe, comme un disque du plan, fait partie des objets que 1’on
peut dessiner facilement (en tout cas plus facilement qu’un ensemble de CANTOR
par exemple!) en partie parce que, conformément & notre intuition sa frontiere est
le graphe d’une fonction, ou la juxtaposition de plusieurs tels graphes. Par exemple
ceux des fonctions z — /1 — 22 et z — —+v/1 — 22, Quitte & opérer des découpages
(par des demi-plans), on en vient & étudier les parties qui se trouvent au-dessus (ou
au-dessous) du graphe d’une fonction. D’ou la définition suivante.
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Soit f une fonction a valeurs réelles et définie sur une partie I convexe de E
(c’est-a~dire que I est un intervalle lorsque E = R). On appelle épigraphe de f

424
Pensemble A(f) des points de E x R situés au-dessus du graphe de f, i.e.
A(f) ={(z,y) e IxR|y > f(z)} .

L’épigraphe A(f) est convexe si et seulement si, pour tous x et y de I et tout z

l dans le segment [z;y ] g, le point du graphe de f correspondant a z est au-dessous
du segment joignant les points du graphe de f correspondant a x et y.

Démonstration. Pour x dans I, note M, le point du graphe de f correspondant a
x, i.e. M, = (z; f(z)). Supposons A(f) convexe, alors pour z et y distincts dans I et
z dans le segment [z;y |, on dispose de t dans [0;1] tel que z = (1 — t)z + ty. Par
conséquent (1 —t)M, +tM, appartient & A(f) si et seulement s’il est « au-dessus » de
M,, i.e. M, est au-dessous du point d’abscisse z de la corde du graphe de f joignant
les points correspondant a x et y.

Réciproquement si cette propriété est satisfaite, soit A et B des points de A(f)
avec A = (z,a) et B = (y,b). Par conséquent A est au-dessus de M, et B de M,,
ie.a > f(z) et b > f(y). Soit C un point du segment [A4; B ] et ¢ dans [0;1] avec
C = (z,¢) = (1 —t)A+tB. Alors C est au-dessus de (1 — t)M, + tM, puisque
(I—t)a+tb> (1—1t)f(x)+tf(y) de par la positivité de ¢ et (1 —¢t). Comme ce dernier
est au-dessus de M,, il en résulte que C' appartient & A(f), par définition de celui-ci.
([l

La propriété sur les points du graphe est équivalente a :
V(e,y) e I?, vte[0;1], f((L-thr+ty) < (1—-1)f(z) +tf(y)-

En effet, avec les notations précédentes, les ordonnées respectives de M, et de
(1 — t)M, + tM, sont respectivement données par f(z) = f((1 — t)x + ty) et

(I1—1t)f(z)+1tf(y) et donc M, est au-dessous de (1 —t) M, +tM, si et seulement
si f(L=t)z +ty) < (1 =) f(z) +f(y)-

D’ou la définition suivante :

Soit I un convexe de R, i.e. un intervalle, une fonction de I dans R est dite
convexe si son graphe est sous ses cordes, i.e.

VAE[0;1], Y(z,y) € I, f((1 =Nz +Ay) < (1= N)f(2) +Af(y) -
Définition 8 - 8
Autrement dit f est convexe si son épigraphe ’est.
On appelle concave une fonction dont I’opposée est convexe. Autrement dit
si
VAE[0;1], V(a,y) € I?, (1= N)f(z) + Af(y) < F((L =Nz +Ay) -

Danger Une fonction peut tout a fait n’étre ni convexe, ni concave.
g ,
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Exemple 8 - 12

Remarque 8 - 6

[Proposition 8 - 14

[Proposition 8 - 15

Toute fonction affine sur un intervalle est convexe. Elle y est aussi concave et
les fonctions affines sont les seules a étre a la fois convexe et concave.

En effet dans ce cas il y a égalité dans I'inégalité de définition, i.e. f((1 —
ANz + Ay) = (1 =N f(x) + Af(y) et ceci impose que f est affine sur tout segment
inclus dans I, donc sur I car deux fonctions affines qui coincident en plus de deux
points sont associées au méme polynéme du premier degré.

Soit f une fonction sur I et

C(f) = (1 =)f(2) +tf(y) = F((1 = D)z + tY)) @ yperxrxon] -

Alors f est convexe (resp. concave) si et seulement si C(f) est une famille de réels
positifs (resp. négatifs).

De plus I'application f +— C(f), définie sur R’ est linéaire. En particulier elle
préserve les sommes, les multiples positifs et les combinaisons convexes.

Les fonctions convexes sont les fonctions les plus naturelles apres les fonctions
affines. Elles interviennent dans de nombreux problémes, notamment via les expo-
nentielles et les logarithmes. Il y a deux fagons de penser que les fonctions convexes
viennent « juste apres » les fonctions affines : une fonction convexe s’obtient comme
supremum de fonctions affines, i.e. en placant son graphe au-dessus des tangentes, ou
en passant de f” =04 f” > 0. Les deux points de vue sont essentiellement équivalents.

Dans la suite f est une fonction convexe définie sur un intervalle I de R.

Inégalité de JENSEN discrete

Pour tous (z;)1<i<n dans I et tous (@;)i<i<n réels strictement positifs de
somme 1, on a

Johan JENSEN, 1859-1925.

Démonstration. Si f est convexe, son épigraphe est convexe donc stable par com-
binaison convexe. L’inégalité de JENSEN en est la traduction en terme d’ordonnées.
|

Les fonctions convexes ont de nombreuses propriétés de stabilité. Les fonctions
affines sont stables par opérations algébriques, car elles sont algébriques, mais les fonc-
tions convexes ont également des propriétés de stabilité liées a ’ordre.

L’ensemble des fonctions convexes sur I est un cone convexe. En particulier
toute combinaison convexe de fonctions convexes sur I est une fonction convexe
sur I.

Toute limite (simple) de fonctions convexes sur I est une fonction convexe sur
I. Autrement dit si f est définie par f(x) = lim,—, o fn(z) et si les fonctions f;,
sont convexes sur I, alors f 1’est aussi.

Toute limite (simple) de fonctions concaves sur I est une fonction concave sur
1.

Démonstration. L’application f — C(f) étant linéaire, les propriétés résultent de
celles de Ry . La premiere assertion résulte du fait que Ry est un cone convexe, i.e.
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[Proposition 8 - 16,

Exemple 8 - 13

[ Proposition 8 - 1

Remarque 8 - 7

Corollaire 8 - 3

stable par addition et multiplication par un scalaire positifs. La seconde résulte du fait
que R} est stable par passage a la limite.
L’assertion sur la concavité s’obtient en considérant — f. ]

Ecrire des démonstrations directes, en partant des inégalités fi((1—\)z+\y) <
(1=XN)fi(z)+Mfi(y) pour z, y dans I, X dans [0;1] et (f;) des fonctions convexes
dont on fera la somme, la multiplication ou dont on prendra la limite.

Toute enveloppe supérieure de fonctions convexes sur I est une fonction
convexe sur I. Autrement dit si f est définie par f(x) = sup{f.(x)|a € A} et si
les fonctions (f,)aca sont convexes sur I, alors f lest aussi.

Toute enveloppe inférieure de fonctions concaves sur I est une fonction concave
sur 1.

Démonstration. On a Va € A, fo((1 — t)z +ty) < (1 — t)falx) + tfa(y). Or,
par définition de f et positivité de t et (1 — t), un majorant du terme de droite est
(1=1t)f(z)+tf(y) et donc

VaeA ful(l—ta+ty) < (1—1)f(2) +tf(y)

Par passage & la borne supérieure, il en résulte f((1 —t)x +ty) < (1 —1¢t)f(z) +tf(y)
et donc f est convexe sur I.
La seconde assertion s’obtient en considérant — f. O

Toute fonction qui est enveloppe supérieure de fonctions affines est convexe.

Pour r réel, on définit la fonction puissance ¢, : x +— 2" sur RY.
Elle est convexe si r > 1 ou r < 0, et concave si 0 < r < 1.
La fonction logarithme est concave sur R .

Le logarithme correspond au cas limite ou r = 0.

Les démonstrations directes sont données en exercice, voir Toutefois
cette proposition résulte également de la caractérisation par les dérivées secondes
qui sera vue un peu plus loin.

La fonction exponentielle est convexe sur R.

Démonstration. Soit z et y dans R et ¢ dans [0;1]. On pose a = exp(z) et b =
exp(y). Par concavité du logarithme, il vient (1 —¢)In(a) + t1n(b) < In((1 — t)a + tb)
et donc, par croissance de I’exponentielle,

exp((1 —t)z +ty) < (1 —t)exp(x) + texp(y) ,

ce qui est 'inégalité recherchée. O
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Théoréme 8 - 13

Théoréme 8 - 14

Caractérisation par la fonction pente
Soit f de I dans R. On définit, pour = # y dans I, la fonction pente par

play) = LD IO

Alors f est convexe sur [ si et seulement si la fonction pente est une fonction
croissante de la variable z (& y fixé) ou de la variable y (a x fixé).
Dans ce cas on a, pour x, y et z dans [ :

f@) = fly) _ flx) = f(2)

e < Sf(y)—f(Z).
T—y T—2z Yy—z

(Inégalité des trois pentes)

x
Démonstration. Soit x et z dans I tels que x < z. Alors y — Y est une bijection

de ]z; z[ sur ]0;1[. En posant ¢ = Y
o

x,onay:(l—t)x—i—tzet
x

fy) <A =0)f(z) +tf(2) = (z = 2)f(y) < (z —y)f(2) + (y — ) f(2)
Or, puisque z —y = z — x — (y — x), cette derniére expression est équivalente &

)~ f@) _ ()~ f()

= p(x, z
y—x o z—x P, 2)

p(x,y) =

ou encore, en utilisant z —z=z—y+y—zvety—ax=z—2x—(z—y), a
0 S *p(l’,y) +p(Z,y) et 7p(zay) S 7])(’1},2’)
de sorte que f est convexe sur [ si et seulement si,

f@) = ) _ f@) = 1G) _ W)~ 1)

r—y - r—z - Yy—z

pour tout z, y et z dans I vérifiant x < y < z, ou encore si et seulement si 'une des
trois inégalités est vérifiée (sous les mémes conditions).

L’inégalité entre les deux premiers termes exprime que y — p(x, y) est croissante sur
IN]z, +o0]. Celle entre les deux derniers que cette fonction est croissante sur IN]— oo, x|
(en échangeant les roles de x et z). Et celle entre les termes extrémes que cette fonction
prend des valeurs a gauche de x qui sont inférieures a celles qu’elle prend a droite de
x (en échangeant les roles de x et y).

1) = Jlw) (y; 1) o 1\ {2},

D’ou la croissance de y +—
x

Le reste de ’assertion en découle par symétrie. (]

Caractérisation par un déterminant (#)
Soit f de I dans R. Alors f est convexe sur [ si et seulement si, pour u, v et

w dans I et distincts deux & deux :

1 1
u (Y w
fw) f@) fw)
1 1 1
u (Y w
U2 U2 ’LU2
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Aparté

Théoréme 8 - 15

Démonstration. La formule étant invariante par permutation de u, v et w, on peut
supposer u < v < w. En développant par rapport a la derniere ligne le numérateur
et en reconnaissant un déterminant de VANDERMONDE au dénominateur, 'inéquation
équivaut a

(v—u)(w—u)
i.e., par positivité des facteurs,

w—v v—1Uu

fu) +

w—u w—u

. AT e s " w—0 v—u
ce qui est l'inégalité de définition de la convexité car v = u + w avec
w—1u w—u

w—v v—1U

=1 ]

w—u w—u

Le théoréme de la limite monotone donne alors I’existence (dans R) des limites

i f@=f@) o, @) = )

Yy~ r—y y+ T—=Y

pour y dans I. De plus ces limites sont finies si y € I puisque les quantités étudiées
sont alors respectivement majorée et minorée.

En particulier f est dérivable a gauche et a droite sauf peut-étre en inf(I) et
sup(]) et, pour a < b, on a

fola) < fa(a) < pla,b) < fu(b) < fa(b) .

La dérivabilité a gauche (droite) entrainant la continuité a gauche (droite), et
la continuité a gauche et a droite entrainant la continuité, on en déduit que f est
continue sur 1.

Le graphe de f est au-dessus de toute droite passant par (a, f(a)) et de pente
p comprise entre f¢(a) et fj(a).

En particulier f est enveloppe supérieure de fonctions affines.

Caractérisation par les dérivées

Soit f dérivable sur I. Alors elle y est convexe si et seulement si f’ est crois-
sante. Et dans ce cas f est au-dessus de ses tangentes.

Si f est deux fois dérivable sur I, elle y est convexe si et seulement si f est
positive.

Démonstration. Si f est dérivable et convexe, alors par croissance de la fonction
pente, pour z et y dans I vérifiant x < y, on a, par monotonie de la pente,

f(z) = lim p(z,2) < plz,y) < Zlir;lf p(z,9) = f'(y)

z—xt

et donc f” est croissante. De plus (y — x) et p(z,y) — f'(z) sont de méme signe, donc

0<(y—z)plz,y)— f'(x) = fly) — (f(x) + (y — ) f'(x)), i.e. f est au-dessus de ses
tangentes.
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Réciproquement soit f telle que f’ soit croissante. Pour x, y et z dans I tels
que x < y < z, on dispose, grace au théoreme de LAGRANGE, de ¢ et d tels que
r<c<y<d<zet

fly) — f(=) , ’ f(z) = fly)
= p(y,x) = f'(c) < f'(d) = p(z,y) p—"
On a déja vu que cela suffisait a assurer la convexité.
La derniere assertion résulte de la caractérisation des fonctions croissantes. O

Inégalités de convexité
1. Par concavité du logarithme et placement par rapport a la tangente en 1,
Vo € R, In(x) <z — 1. Cette inégalité appliquée a 1/2 donne
z—1
7z

Vz € R} <ln(r)<z—-1

h
V _1 _<111+ < o

Exemples 8 - 14 5

. Par convexité de ’exponentielle et placement par rapport a la tangente en
0, pour z et —x, on a

1
11—z

VeeR 1+ z <exp(z) et Ve <1l exp(z) <
3. Par concavité du sinus sur [0;7/2],

2
Ve e [0;m/2], ?:1: <sin(z) <z .

La composition des fonctions ne se comporte bien avec les inégalités qu’avec
des hypotheses de monotonie. On peut néanmoins remarquer les propriétés sui-
vantes concernant fog :

Remarques 8 - 8 1. Si f et g sont de méme concavité et f est croissante, alors f o g a la méme

concavité que f et g.

2. Si f et g sont de concavités contraires et f est décroissante, alors fog a la
méme concavité que f.

Une notion encore plus forte est la log-convexité : f est log-convexe si elle
est strictement positive et si In(f) est convexe. Par croissance et convexité de
I’exponentielle, f est alors également convexe. De plus le produit de deux fonctions
< log-convexes ’est aussi.

Ce qui est plus étonnant, c’est que la somme de telles fonctions ’est aussi, voire
une somme infinie comme une intégrale a parametres. Par exemple la fonction I"
est log-convexe.
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E Inégalités de convexité

Théoréme 8 - 16

Un espace vectoriel muni d’un produit scalaire (ou de fagcon moins exigente, d’une
forme bilinéaire symétrique positive) permet d’utiliser une des inégalités les plus puis-
santes en mathématiques, & savoir I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ (Augustin-Louis
CAuUCHY, 1789-1857, et Hermann Amandus SCHWARZ, 1843-1921). Elle sert aussi
ailleurs : elle fournit par exemple le célebre principe d’indétermination d’HEISENBERG
(Werner HEISENBERG, 1901-1976) :

Inégalité de CAUCHY-SCHWARZ
Soit (#;)1<i<n €t (¥i)1<i<n des réels. Alors on a

n
inyi <
i=1

n
E TilYi
i=1

n
< Z |25y <
=i

Démonstration. 11 existe en fait de nombreuses facons de démontrer I'inégalité de
CAUCHY-SCHWARZ. On peut par exemple tout a fait la démontrer par récurrence sur
I’entier n. Les deux premieres inégalités sont évidentes et permettent de se ramener au
cas positif.

On peut partir de U'inégalité de MINKOWSKI (Hermann MINKOWSKI, 1864-1909)
dans le cas le plus élémentaire :

(z2 +4%) .

DO | =

ry <

On peut obtenir cette inégalité soit en I'interprétant comme 0 < (x — y)?, soit en
partant de 1'égalité de BERNOULLI (a — b)(a + b) = a® — b? et en posant © = a — b

et y = a + b. Autrement dit a = xT—f—y et b = % Comme a2 — b2 < a2 + b2 et

1
a?+ b= 5(952 +4?), on retrouve bien I'inégalité de MINKOWSKI.

En la sommant, il vient

inyi < 529912 + 521/12 .
i=1 i=1 i=1

n n
Si on suppose Z xf = Z yf =1, on en déduit I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ dans
i=1 i=1
ce cas particulier.
Par homogénéité c’est encore vrai pour tout couple de vecteurs de ’espace euclidien
R"™. On écrit en effet x = ||z||u et y = ||y|| v, avec u et v des vecteurs de norme 1. Le
cas particulier précédent s’écrit (u|v) <1 et il vient

(@y) = ll=ll - lyll (w o) < l]l -yl -

» Dans le cas général d'un espace E préhilbertien, le méme argument, en

1 1
partant de (z —y|z —y) > 0 permet d’obtenir (x|y) < 5 =) + = lyl? et de

conclure, comme précédemment, a l'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.
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Le produit scalaire avec le vecteur de coordonnées toutes égales a 1 donne
I’inégalité entre moyennes arithmétique et quadratique

x1+...+xn< x%_i_._i_m%
n -V n '

Inégalité de MINKOWSKI
Soit (zi)1<i<n €t (¥i)i1<i<n des réels. Alors on a

n n n
Z(xi-l-yi)Q < vaf-l- ny .
i=1 i=1

=1

Remarque 8 - 9

Démonstration. Avec des notations euclidiennes, cette inégalité s’écrit ||z + y||, <
llzll, + |ly]l, et résulte de I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ puisqu’en élévant au carré
(ce qui est licite par positivité des deux membres), elle s’écrit ||z[)5 + 2 (x| y) + [|y||5 <

(llly + llyll2)*. 0

» [’argument est général et est valide dans tout espace préhilbertien.

Remarque 8 - 10

Néanmoins il existe d’autres normes, non liées a un produit scalaire. Dans ce cas
I'inégalité de MINKOWSKI exprime l'inégalité triangulaire, mais est nettement moins

élémentaire & démontrer. Dans la suite (p, ¢) désigne un couple de réels positifs tel que

1 1
~+-=1.0Onadoncp>1letqg= Ll Pour z dans R™ avec © = (;)1<i<n, { un

segment, I = [a;b], et f une fonction continue sur I a valeurs réelles, on pose

n l/p
lll, = (Z |$z’|p>
i=1

1/p
i, = (52 )

On commence par un résultat préliminaire dégagé par W. YOUNG et G. CHISOLM-
YOUNG et qui n’est autre que la convexité de I’exponentielle.

Grace Chisholm Inégalité de YOUNG

a? bl
C Pour a et b des réels positifs, ab < — + —.

b q
William Henry YOUNG, 1863-1942, et Grace CHISHOLM-Y OUNG, 1868-1944.

Démonstration. Si a ou b est nul, I'inégalité est vraie par positivité du membre

de droite. On suppose donc ab # 0. On applique alors I'inégalité de convexité de

1
lexponentielle & x = In(a?) et y = In(b?). 1l vient, puisque — + — =1,
p

1 1 1 1 a? bl
ab =exp(ln(a) + In(b)) =exp [ —z+ -y | < —exp(x) + —exp(y) < — + — .
p q p q p q
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[Proposition 8 - 19

Remarques 8 - 11

Théoréme 8 - 17

On en déduit I'inégalité de HOLDER (Otto HOLDER, 1859-1937) :

Inégalité de HOLDER
Soit I un intervalle quelconque dans R et f et g des fonctions dans C2, . (I, R).

On a | fglly < IIfIl, llgllg, i-e-

i< ([ Ifl”)l/p (/ |g|‘Z)1/q .

Soit (2;)1<i<n €t (¥i)1<i<n des réels. On a

n
E LiYi
i=1

<=l - lyll -

Démonstration. Si|f|” ou|g|? n’est pas intégrable, le membre de droite est infini et il

n’y a rien démontrer. Sinon on commence par supposer || f||, = [[¢||, = 1. Alors | fg| est
1 1

dans CY .. (I, R, ) et I'inégalité de YOUNG donne |fg| < = |f|” + - |g|* sur I. Comme
p q

le membre de droite est intégrable, par comparaison |fg| aussi et, par intégration, il
vient

1 1
fal < —Ifll, +~llgll, =1
/II | pll [ qll g

Le cas général s’en déduit par homogénéité en écrivant f = [|f|,u et g = [|g[|, v, et
donc
a1 =151, gl [ 1ol < 171, ol -

En prenant [ = [O;n], f = Zﬂﬁz‘]l]i—m[ et g = Zyi]l]i_l;i[, le résultat sur les
i=1 i=1
réels en découle. O

On peut étendre le résultat aux fonctions a valeurs complexes.

Par ailleurs on peut démontrer le résultat sur les sommes finies directement en
sommant les inégalités de YOUNG comme lors de la démonstration de I'inégalité
de CAUCHY-SCHWARZ.

On en déduit I'inégalité de MINKOWSKI.

Inégalité de MINKOWSKI
Soit I un intervalle quelconque dans R et f et g des fonctions dans C2, .. (I, R).

(frssr) (fur) " (fr)”

Soit (2i)1<i<n €t (Yi)1<i<n des réels. On a [lz +y||, < [lz]l, + [lyll,-

Démonstration. Frigyes RIESz (1880-1956) a donné une démonstration de cette
inégalité en utilisant I'inégalité de HOLDER. Une démonstration directe sera vue en
exercice, voir Par inégalité triangulaire, il vient |f 4+ g[® < |f]|f +g["~" +
lgl | f + g|p*1 et donc, par intégration et inégalité de HOLDER :

-1 -1
1 +ally < IF1, 1 + gl + lgll, 1 + gl
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1 1
(p—1)g=pet — = —(p—1). Le cas des réels s’en déduit comme précédemment. [
q

Les normes sont des cas particuliers de moyennes. On définit la moyenne d’ordre

T T

r de nombres réels positifs (x1,--- ,x,) par M,(x1, - ,x,)" = avec la

convention que pour 7 = 0, on pose z° = In(z). Par convexité des fonctions puissances,
M, est une fonction croissante et convexe de r. Il n’y a égalité entre moyennes que si
tous les z; sont égaux. Voir exercice 8 - 49

Ainsi, en particulier, pour x et y strictement positifs,

w2+y2
2

2xy
z+y

g\ﬁxygm;y <

avec égalité si et seulement si z = y. Autrement dit un rectangle de périmetre fixé est
d’aire maximale quand c’est un carré. Si son aire est fixée, son périmetre est minimal
si c’est un carré.

Voici l'interprétation géométrique de ces inégalités : sur un segment, on place les
longueurs z et y, en alignant dans cet ordre X, M et Y de sorte qu'on ait MX =z
et MY = y. On place alors le milieu O du segment [XY] et on trace le demi-cercle
(XAY) ou A est le sommet du cercle, i.e. I'intersection de la perpendiculaire & (XY)
passant par O avec le demi-cercle. On trace ensuite la perpendiculaire & (XY') passant
par M et on note G son point d’intersection avec le demi-cercle. Enfin H est le projeté
orthogonal de M sur la droite (OG).

G
o)
"nolg
H
L 4 —I v
X T M Yy Y

Puisque x + y est le diameétre du cercle, son rayon est la moyenne arithmétique de

xety,etdoncOAzAzx;_y.

Les triangles rectangles (GM X) et (Y MG) sont semblables et donc

v _ MG
MG oy
Autrement dit MG est la moyenne géométrique de z et y : MG = G = /xy.
GM
Les triangles rectangles (GHM) et (GMO) sont semblables et donc on a CH =
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Q. Or GO est un rayon, i.e. GO = A et il vient

GM
1A (= oy _1/1.1
GH G2 2\G2 G2) 2\y z)’

A . - . ,
donc ] est la moyenne arithmétique des inverses de x et y. Il en résulte que GH est

2
la moyenne harmonique de x et y : GH = H = Ly
r+y
Tty 2 r—y 2
Enfin le théoréme de PYTHAGORE donne AM? = (2) + ( 5 ) ,i.e. AM?
est la moyenne arithmétique de z? et 32, i.e. la moyenne quadratique de = et y :

2 2
7+
AQ=0Q =/ 1Y
Comme GH est un c6té d’un triangle rectangle dont GM est 'hypothénuse, H < G.
Comme GM est une hauteur du demi-cercle, il est inférieur au rayon : G < A. Enfin
OA est un cété d’un triangle rectangle dont AM est I'hypothénuse et donc A < Q.
Soit
2xy z+y 22 4y
<g=Jry< A= —2< = .
r+y = g v= 2 - Q 2
Géométriquement il y a égalité dans I'une de ces inégalités si et seulement il y a égalité
partout et si M = O, ou encore = = y.

H:
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m ® * Comparaison des critéres
Soit (an) une suite & valeurs strictement positives.
Montrer que, si an+1/an converge vers £, avec ¢ dans

R U {400}, il en est de méme pour /a.
Que penser de la réciproque ?

m ® * Extraction de racine cubique

1 1 1 1 1
a. Montrer§—§<1+2f2) (1—1-?) (l-ﬁ-ﬁ)“'

b. En déduire une méthode pour calculer une approxi-
mation de la racine cubique d’un nombre en n’utili-
sant que des multiplications et la racine carrée, sans
mémoire.

IEEEN © u2018 * Nicole Oresme

Soit Y an une série telle que Vn € N 0 < a, <
a2n + a2n+1. Montrer qu’elle diverge.

m ©® * Somme télescopique

Soit ¢ un entier
lisant des sommes

naturel non nul. En uti-
télescopiques, montrer que

converge et calculer sa somme.
Zn(n+1)~~-(n+q) &

m ® * Convergence de séries
Nature de ) (1 + %) )

et de Y (Inn)~ "
m ©® €2019 ** Développement implicite
Soit, pour n > 3 , F), le polynébme X™ — nX + 1.
a. Montrer que F, admet exactement deux racines

dans RY. On les note z, et yn avec &n < yn.

b. Montrer que (z,) est décroissante et x, ~ —, puis

S|

. . L. 1
déterminer un équivalent de x, — —.
n

c. Montrer que (y») converge vers une limite ¢ & déter-
miner, puis déterminer un équivalent de y, — £.

m ® ** Méthode de HERON/NEWTON ¥

Soit a dans ]1;+occ[. On considére une suite
(zn)nen= récurrente, associée a la fonction donnée par
1 o
flx)y=< (ac—l— —), avec x1 > a.
2 x
a. Montrer que (x,)nen+ converge en décroissant vers
Va.
b. On pose, pour n dans N*, &,, = x,, —y/a. Démontrer

2
E 7’ .
En+1 = 5 ~ et en déduire €, < 2v/ (

gn—1

Tn

€1
2./

c. Pour o = 3 et 21 = 2, montrer €1/2y/a < 0,1 et en
déduire g¢ < 4.107%2,

d. Pour la méme valeur initiale x1, on consideére la suite
récurrente associée a la fonction donnée par g(z) =
2
a+x a—T ,
=+ . Montrer qu’elle converge égale-
142 142
ment vers y/a et comparer sa vitesse de convergence

a la suite précédente.

Indication : on pourra montrer que les suites des

termes pairs et impairs forment deur suites adja-
centes.

e. Que dire de la suite associée a la fonction donnée
-1 _
par fp(z) = P e+ 227 on p est dans N* ?
p p
- (S X% Calcul d’une somme

5~ Ly - [va),

Convergence et somme de

m ® ** Somme télescopique |

Soit (un)nen une suite & valeurs positives. On pose,
n

pour n entier, p, = H(l + ug).
k=0
U
Montrer que E = est convergente.

DPn
M@ ** Série trigonométrique

Convergence et somme de Z arctan (m) .

M® ** Série trigonométrique

. 1
sin (n(n T 1))
() ()
COs | — ) cos
n n+1
m (® ** Série harmonique lacunaire

Nature de la série déduite de la série harmonique en
otant tous les termes dont 1’écriture décimale de I'indice
ne comporte pas deux chiffres consécutifs identiques 7

m ® ** Série harmonique lacunaire

Nature de la série déduite de la série harmonique en
Otant tous les termes dont I’écriture décimale de I’indice
comporte un 97?7

m ©® M 2013 ** Convergence de séries

Soit a dans R}. Pour n dans N* on pose H, =
1 1 -
14 = + .-+ —. Etudier la convergence de la série de
n

2 H
terme général a'".

Convergence et somme de

Frangois SAUVAGEOT - Lycée Clemenceau - Nantes - @®®® - 2021-2022


http://www.mathom.fr/

436 8.9. EXERCICES

m ® ** Théoréme de SCHLOMILCH - 1873

Soit > un une série & termes positifs, de terme gé-
néral décroissant. Soit (an) une suite d’entiers stricte-
ment positifs strictement croissante et telle qu’il existe
¢ dans R vérifiant, pour tout n dans N*, an41 — an <
c(an — Gn-1).

a. Montrer que Zun et Z(anH
méme nature.

— Gn)Uq, sont de

b. En déduire le lemme de condensation de CAUCHY

(1821) : Zan et ZZ"agn sont de méme nature.
c. Application aux séries de RIEMANN et de BER-
1
TRAND, —_—
e 3 no(In(n))?

d. Montrer que 'hypothese de décroissance est néces-
saire en exhibant des contre-exemples.

m ® M 2019 * % Etude d’une série

Soit a et b dans R tels que a < b et une suite définie

n-+a

ar Vn € N u = —

P et n+b
la série Z Uy, CONVerge.

Uy. Déterminer dans quel cas

m (© X2013 * % Reglede RAABE-DUHAMEL

Soit (un)nen une suite & termes strictement posi-
tifs. On suppose qu’il existe a dans R} tel qu’on ait
Un+1

Un
converge si a > 1 et qu’elle diverge si a < 1.

Que dire de cette série si a =17

© *k Séries convergentes
Soit Zan une série a termes strictement positifs
—+o0
convergente. On note R,, = Z ar la suite de ses restes.
k=n

1
—1-¢ + o0 <7) Montrer que la série Y un
n n

Un+p >

a
a. Pour n et p entiers, montrer - 4+ e+
R, Royp

1— Rn+P

et en déduire que la série Z —* diverge.

\/R7<2(F \/Tﬂ)

et en déduire que la série

n

b. Pour n entier, montrer

converge.
n

m (® *k* Séries divergentes

Soit Z an une série a termes strictement positifs di-
vergente. On note S,, la suite de ses sommes partielles.

a. Montrer que Y | I est divergente.

n

a a
ntl 4 2nde

b. Pour n et p entiers, montrer >
Sn+l Sn+p

1-— et en déduire que la série Z —— diverge.

Sn+P

1
c. Pour n entier non nul, montrer < et

6
52 = Su1 Sa

n
—5 converge.
S2

en déduire que la série )

d. Que dire des séries » m et > 1_'_(1#% ?
m ® *** Intégration discréte

On considere la suite (un)nen définie par 0 < ug < 1

et Up+1 = Up — uﬁ

a. Montrer qu’elle converge et préciser sa limite.

b. Montrer que Zu% est convergente,

Zl ( nH) et > u, divergent.

c. Montrer que, pour n entier naturel, u, <

mais que

1

n+1
et que la suite (nun)nen est croissante. En déduire

qu’elle est convergente. On notera ¢ sa limite.
d. On pose v, = nu, — £. Montrer que Y (vn — Vn41)

est convergente et en déduire u, ~ —.
n

m ® M 2019 %%k Intégration discréte

Soit (an)nen une suite positive de limite nulle, telle
qu’il existe A strictement positif et « strictement supé-
rieur & 1 tels que an4+1 — an ~ —Aay. Etudier la conver-
gence de la série Yy | an.

Indication : on pourra considérer aﬁH — a2 pour S
bien choisi et utiliser l'inégalité de LAGRANGE (accrois-
sements finis).

Familles sommables
m ® * Produitde CAUCHY

n+1
2n -

Convergence et somme de »

m * %% Ensembles négligeables &

On dit qu’une partie bornée de R est négligeable
si, pour tout & strictement positif, on peut trouver un
nombre fini d’intervalles la recouvrant et tels que la
somme de leurs longueurs est inférieure a €. Une partie
quelconque de R est dite négligeable si son intersection
avec tout compact de R est négligeable.

a. Montrer que l’ensemble des réels dont le dévelop-
pement décimal illimité propre ne contient pas un
chiffre donné est négligeable.

b. En déduire qu’il en va de méme avec ceux qui ne
contiennent pas une suite de nombres donnée.

Intégrales
8 -2 IOl

Etudier la convergence des intégrales
2021
a dzx
) /0 Yo+ 29z + a8

—+o0
b / dx
L 24 V22145

Francgois SAUVAGEOT - Lycée Clemenceau - Nantes - @®®® - 2021-2022


http://www.mathom.fr/

CHAPITRE 8. POSITIVITE 437

+oo
c _ dz
[1 22+ Vi1
1
d _dz
/0 V11—t
“+oo
e. / (ef(ler*l)z) dx
1
+oo
f. / In(th(z)) dz
0

=3 -

Calculer ou démontrer la divergence des intégrales
suivantes :

tee dx
a. -
o TPH4x+9
/1/2 de
b. —
o =l|n(z)|
. V2 4.
")y zln*(z)
+oo 1
d. / e / s
o 341 o T¥—5x
+oo
t
e./ arc2an(a:) da
0 2+ 1
m (® ** Comparaison série et intégrale

Montrer que la suite (2\/ﬁzl> est
k=1 vk n

eEN

convergente, de limite comprise entre 1 et 2.

M® *%* Calcul d’intégrale

Existence, pour n dans N, et

/+oo dt
A ETED

(® ** Fonction Béta

a. Montrer que la fonction Béta, définie par B(p,q) =
1

2P (1 -

calcul de

2)?"" dz, est bien définie pour p > 0 et
0

q > 0. La calculer pour p et g entiers naturels non

nuls.

b. Exprimer 'intégrale I, , donnée, pour m et n dans
N, par

/2
I = / sin™ () cos™ (x) dzx
0

a 'aide de la fonction Béta.

® X 2018 *kk Médiane et moyenne
d’une variable continue

Soit f dans C°(R4,R4) décroissante et vérifiant

“+oo
f =1. Pour = dans R, on pose g(x) = / I
Ry *

a. Montrer I’égalité dans Ry U {400} :

/Rff(x)dx:/mg.

b. Montrer qu’il existe un unique M dans Ry tel que
M 1
f=5
0

c. Montrer M S/ zf(x)dz.

Ry

M@) * Points fixes

Soit f strictement convexe du segment [a;b] dans
lui-méme. Montrer que f a au plus deux points fixes.

m (® * Convexe et borné

a. Montrer qu’une fonction convexe sur R et bornée
est constante.

b. Montrer qu’'une fonction convexe sur Ry et bornée
est décroissante.

m (® ** Asymptotes

Soit f convexe sur R ayant une asymptote oblique
en +o0o.

Montrer que la courbe de f est au-dessus de cette
asymptote.

EEE) o ~* milieux

a. Montrer qu’'une fonction continue sur un intervalle

vérifiant f (x ; y) < %(f(m) + f(y)) est convexe.

b. Soit A I’ensemble des fonctions continues de R dans

R vérifiant, pour tous x et y réels, f (mTer =

(@) + FG)).

i. Montrer que A contient les fonctions affines.
ii. Montrer (f,g) € A> = f—gc A.

iii. Soit f dans A et a < btels que f(a) = f(b) =0;
montrer f (a—&—kb_na) =0si0<k<2" En

2
conclure que f est nulle sur [a;b], puis sur R.

iv. Montrer que A est ’ensemble des fonctions af-
fines.

m (® ** Fonctions puissance

a. On note ¢, la fonction puissance d’exposant r, pour
r dans R*. Montrer que, & r fixé et a variant, les
droites d’équations y = a" ' (a + r(z — a)) sont tan-
gentes au graphe de la fonction ¢,.
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b. Pour ¢ dans R, on pose f(t) = t" "1 (t + r(1 — t)).
Par exemple en remarquant f(t) = rt" ' — (r —1)t",
montrer que f admet un extremum en 1 et en pré-
ciser la nature.

c. Pour a et x dans R, on pose fo(z) = a" *(a+r(z—
a)). En remarquant qu'on a fo(z) = 2" fo/.(1) =
z" f(a/z), montrer que, pour r > 1 our <0, on a

sup fu(w) =" sup f(t) =
aERi tGRi

et en déduire que @, est convexe sur Ri.
d. Compléter ’étude pour 0 < r < 1.

e. Déterminer la limite (simple) de n(yy,, — 1) pour
n tendant vers l'infini et en déduire que la fonction
logarithme est concave.

m ® ** Log-convexité

Soit f un fonction définie sur un intervalle I et & va-
leurs strictement positives. On dit que f est logarithmi-
quement convexe (ou log-convexe) si In(f) est convexe.

a. Montrer qu'une fonction log-convexe f est convexe.

b. Montrer que le produit de deux fonctions log-
convexes l'est aussi.

c. On suppose f deux fois dérivable. Montrer que f est
log-convexe si et seulement si, pour tout ¢ dans I, le
trinéme x — x2f(t) + 2zf'(t) + f”(t) ne prend que
des valeurs positives sur R.

d. En déduire que la somme de deux fonctions log-
convexes deux fois dérivables 1’est aussi.

| 2-36 9

convexité
Soit f dans D*(R,R), convexe.

a. Soit a réel tel que f(a+h) = f(a)+hf'(a)+o0 <h2).
Démontrer que f est deux fois dérivable en a et qu’on
a f”(a) = 0. On pourra comparer f'(a+h) aux taux

d’accroissement de f entre a et a+ h, et entre a + h
et a + 2h.

% %k Kk Développement limité et

b. Montrer, plus généralement, que f est deux fois dé-
rivable en a si et seulement si elle y admet un déve-
loppement limité & ’ordre 2.

m ® *** Convexité &

Soit U un ouvert convexe de R™ et f une fonc-
tion de U dans R. On dit que f est convexe lorsque :
Y(z,y) € U%, WVt € [0;1],

[+ —t)y) <tf(z)+ 1 -1)f(y)

On dit que f est strictement convexe si l'inégalité pré-
cédente est stricte lorsque x # y et 0 <t < 1.

a. On suppose que f est convexe.

i. SoitzeU,heR"ett€[0;1]avecz—h e U
et © + h € U. Montrer :

(L+8)f(x) —tf(x—h) < f(z+th)
fle+th) < (1 =t)f(x) +tf(x+h).

ii. Montrer que f est continue (raisonner sur le cas
n = 2 puis généraliser).

b. On suppose que f est de classe C'. Montrer que f
est convexe si et seulement si, pour tout (z,y) dans
U,ona: f(y) > f(z) +df(z) - (y — ). Donner une
interprétation géométrique de cette inégalité lorsque
n=2.

c. On suppose que f est de classe C2.

i. Montrer que f est convexe si et seulement si,
pour tout @ € U et tout h dans R™, d*f(z) -
(h,h) >0

ii. Si, pour tout z € U, d®f(x) est un produit sca-
laire, montrer que f est strictement convexe.
Montrer par un exemple que la réciproque est
fausse.

Inégalités de convexité

® * Somme de rapports

Montrer, pour (zx)ken des réels strictement positifs,
x x x
a2ty
T2 X3 X1
Donner le cas d’égalité.
® * Log-convexité et inégalité de
BRUNN-MINKOWSKI
a. Montrer que z — 1 + e” est log-convexe.

b. Montrer, pour (zy)ren des réels strictement positifs

1+ﬁx,lc/" ﬁl—l—xk n
k=1 k=1

c. Montrer, pour (k)ken €t (yx)ven des réels stricte-
ment positifs

1/n

(x122 ... 20) "+ (Y192 - .

ﬁ (zk +yk

® * Inégalité de MINKOWSKI

a. Soit f la fonction donnée par f(t) = (1+ ¢*/P)?. En
calculant sa dérivée logarithmique montrer que sa
dérivée est donnée par

1/p\ P71
7'(t) = (f}*)

b. En déduire la dérivée logarithmique de f’ puis que
f est concave.

=1+t Pyt
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c. En déduire I'inégalité de MINKOWSKI dans le cas ou
les coordonnées de x sont toutes non nulles, puis le
cas général.

m ® ** Inégalité de convexité
Pour z, y, p et q des réels positifs vérifiant p+¢q¢ =1,
montrer
L2ty < (1 +2)"(1+y)7.

M@ *%* Inégalité de convexité
Soit a, b, ¢ et d des réels strictement positifs de
somme 1. Montrer
a? b? c? d?

a+b+b+c+c+d+d+a

> 1
-2
et préciser le cas d’égalité.

m ® ** Convexité et convergence ¥

Soit > an une série & termes positifs convergente.

Montrer que Y -~ an

ciproque est-elle vraie ?

est également convergente. La ré-

Y-V (S %% Permutations entiéres

o(n
Soit o une permutation de N*. Montrer que » | o)
n

1
est divergente et que Z ——— est convergente.

o(n)n

(® ** Concavité et convergence d’inté-
grales

Existence des intégrales

—+o0 —+o0
tdt _¢6si
/ T o2 / te 00 g |
o 1+ t8sin?(¢) o

On minorera sin par une inégalité de concavité.

(® ** Moyenne arithmético-géométrique
et lemniscate de BERNOULLI ¥

Soit a et b, deux nombre réels positifs. On définit
deux suites (an)nen et (bn)nen par agp = a, bp = b et,
Gn + bn

2
a. Montrer que (an)nen+= est décroissante et que

(bn)nen= est croissante et que, pour n dans N*, on

ab, <an.

pour n € N, an+1 = et bpt1 = Vanby.

—b
b. Montrer, pour n dans N : 0 < |an — b, | < la — |

en déduire que les suites (an)nen* €t (bn)nen+ ont
une limite commune.

et

c. On note la limite précédente M (a,b) et, lorsque
a =1 et b=z, on note u,(z) la valeur de an, v, (x)
celle de b, et f(x) celle de M(1,x).

i. Montrer que f est croissante.

ii. Démontrer que, pour z > 0, on a /z < f(x) <
142

et en déduire que f est dérivable au point
z=1.

ili. Etudier f en 0 : valeur, dérivabilité, tangente
au graphe.

iv. X% % Démontrer que f est continue.

v. Démontrer que, pour z > 0, on a f(z) =
xf(1/x) et étudier la branche infinie de f en
“+00.

vi. Calculer les valeurs & 1075 pres de f en les
points 0,01, 0,1, 0,2, 0,4, 0,6, 0,8, 2, 3, 10,
100.

vii. Représenter graphiquement f sur lintervalle

[0; 3], ainsi que les fonctions z — /z et x
1+

2
viii. Donner une valeur de M (1, v/2) obtenue par in-
terpolation.

Remarque : la relation de GAUSS pour la longueur de
la lemniscate de BERNOULLI est 7 = wM(1,+/2). Voir

exercice B =51
m ® k% Inégalité de JENSEN intégrale

a. Soit f une fonction convexe de I, intervalle ouvert,
dans R et g une fonction continue de [0;1] dans I.

i. 1\/§ontrer Y(z,y) € I?, f(z) > f(y) + fa(y)(z —
).

ii. Montrer qu’il existe u dans [0;1] tel que
1

g(u) = [ getquonaVee[0;1], f(g(z)) >

Fla(w) + Fo(gw)a(x) — glu).

1 1
iii. En déduire / fog>f </ g>.
0 0

b. Soit f continue de [a;b] dans R}. Montrer

1 1"
b—a/a lnofﬁln(b_a/a f)

c. Plus généralement, soit f convexe de I dans R,
g continue par morceaux de [a;b] dans I et h
b

de [a;b] dans R4 tel que / h = 1. Montrer

a

b b
f( / g(m)h(m)dx) < [ h)foglo)as

S Centrale MP 2001 * %%
WIRTINGER

Inégalité de

a. Soit f de classe C* de [0;7] dans R telle que
f(0) = f(m) = 0. Montrer que / f2< / (f")2.
0

0
Indication : on pourra considérer ff' cot et f2sin™2.
b. Soit une fonction ¢ continue sur [0;7 ], & valeurs
dans ] — co; 1[. Montrer que 'unique fonction = de
classe C? s’annulant en 0 et en 7 et vérifiant ’équa-
tion différentielle " +¢q(t)z = 0 est la fonction nulle.
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c. Soit f une fonction continue sur [0; 7 ] et deux réels
a et b fixés. Montrer qu’il existe une unique solu-
tion z de classe C? vérifiant (0) = a, z(7) = b et
2"+ at)s = f(1).

® %k Inégalités entre moyennes ¥

Soit ¢ une fonction de R} dans R, (2:)1<i<n des
réels strictement positifs et (a;)i<i<n des réels stric-
tement positifs de somme 1. On note A la donnée
(x4, i) 1<i<n €t on note, quand c’est bien défini, p,(N),
la moyenne associée a ¢ de A, définie par

o) =7 [ Y aip(wi)

Dans la suite on fixe une donnée \.

a. Montrer que la moyenne d’ordre r, c’est-a-dire la
moyenne associée & x — z", est bien définie pour
r # 0. On la note M,.

b. Montrer que la moyenne d’ordre 0 ou encore
moyenne géométrique, c’est-a-dire la moyenne asso-
ciée au logarithme népérien, est bien définie. On la
note Mp.

c. Utiliser la convexité de ¢, pour montrer M;(A) <
M, (M) pour r > 1. Plus généralement montrer que
si ¢ est convexe croissante, alors Mi(A) < pp(A).

d. En déduire que la fonction 7 — M, () est croissante
sur RY.

e. Utiliser la concavité du logarithme pour montrer
Mo(A\) < Mi()N). Plus généralement montrer que si
 est concave croissante, alors My (A) > pe(N).

f. Montrer que la fonction r +— M, ()) est croissante
sur R.

g. En utilisant que les fonctions convexes et concaves
utilisées dans cet exercice le sont strictement, en
ce sens qu’elles ne sont affines sur aucun intervalle,
montrer que la croissance des moyennes est stricte
sauf si les (z;)1<i<n sont tous égaux.

m ® %% Inégalités entre moyennes ¥
On reprend les notations de I'exercice [ - 49

a. Soit f et g deux fonctions strictement monotones et
continues sur 1.

i. Montrer : py = gy si et seulement s’il existe a
et B réels tels que g = af + 5. On notera que
« est nécessairement non nul.

ii. Montrer : uy < pgy si et seulement si ou bien g
est croissante et g o f~1 est convexe, ou bien g
est décroissante et g o f~! est concave.

iii. Si, dans la question précédente, la convexité ou
la concavité est stricte, montrer que 1’égalité
wr(A) = pg(A) n’a lieu que si les (z;)1<i<n sont
tous égaux.

b. Soit f et g deux fois dérivables, de dérivées nulle
" 1’
part nulles. Montrer py < ug < % < ‘Z—/
c. Retrouver les résultats sur les moyennes d’ordre r &
partir de ce critere.

IEXEZN c 112019 + % Nombre de Pile

On effectue n lancers de pieces indépendants, et la
probabilité d’obtenir pile au k° lancer est notée pr. On
note X,, le nombre de piles obtenus au cours de ces n
lancers. On appelle 7, la probabilité que X,, soit pair.

a. L’ensemble de cette question est a traiter a l'aide de
PyTHON.

i. Ecrire une fonction pi(n, p) qui donne une esti-
mation de 7, en fonction de p = (px). Elle doit
effectuer 1000 simulations.

ii. Représenter 7, en fonction de n dans [0; 100]

1
= — et t = —
POUEPE = 50 1) @ PO PR = 5012

iii. Représenter migo en fonction de a dans [0;6 ]

avec p — m

b. Exprimer 7, en fonction des pr. On pourra considé-
1
rer la suite u, = m, — 3
! t d
——— et quan
2k+1) & 4

. Que se passe-t-il quand une des

c. Calculer limm, quand px

1
2(k + 1)
piéces est équilibrée ?

Pk =

1

d. On suppose que pour tout k on a pr < —. Montrer
1

que 7, tend vers une limite ¢ dans [O; 5 ] Mon-

1
trer qu'on a £ = 3 si et seulement si la série > pn

diverge.

m © ** Théoréme de CARATHEODORY

Démontrer que tout vecteur de I’enveloppe convexe
de N éléments de R™ (i.e. tout vecteur qui est une com-
binaison convexe de ces N éléments) est également com-
binaison convexe d’au plus n + 1 de ces éléments.

m (® ** Bornes pour les racines

n
Soit P dans C[X] non constant, avec P = Z arX”

k=0
et an, # 0, et z une racine de P. Soit p un réel supérieur &
1 (éventuellement p = 4+00) et ¢ son exposant conjugué,

1 1
ie qg= Ll de sorte qu'on a —+ — =1 (1 et 00 sont
- P q
donc conjugués).

a. On suppose a, = 1 et on note A = (ao,...,an—1),
Ap = || All,- Montrer [z < [|(1,4p)]|,- On pourra
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s’inspirer de ’obtention de la borne de LAGRANGE.
Interpréter les cas p =1 et p = +o0.

b. Donner une borne dans le cas général ou P n’est pas
nécessairement unitaire.

c. Simplifier cette borne lorsque p = q = 2.

m ® *** Bornes de LANDAU

n
Soit P dans C[X] non constant, avec P = Z arX”
k=0
et an # 0, et z une racine de P. On note (z1,...,2x) les
racines de P (éventuellement confondues) et

M(P) = |an| HmaX(L |ZJ|) :

On dit que M(P) est la mesure de MAHLER de P. On
admet la formule

In(M(P)) 1/ In(|P()|) do .
0

“om
a. Montrer que si () est un autre polynéme non
constant, M(PQ) = M(P)M(Q).

b. En utilisant I'inégalité de JENSEN intégrale, montrer

n
2 o
E |ak|°. Comparer avec la borne indi-
k=0
viduelle pour les racines trouvée & l'exercice |8 - 53

c. En utilisant les relations de VIETE entre coefficients
et racines, montrer

> lar] < lanl [T +120)
k=0 j=1

et en déduire Y, |ax| < 2"M(P).

d. On note ||P|, = max(|ax|). Si Q est un po-
lynéme de degré m, montrer ||P|_ [Q| .

2t/ mtn+ 1 1PQl..-

m ® X 2019 %k * Suite sous-additive

a. Soit (z,) une suite de réels positifs telle que
Y(n,m) € (N*)2, Tntm < Tn + Tm. Montrer que

Ty . Tn
— | tend vers inf,, en*
n

b. Soit (y») une suite de réels positifs bornée telle que :
Y(n,m) € (N*)2,

2 2

n L™ L.
n+m)? Yn (n+m)? Ym T Enm

yn+m§
(
ol (€n,m) est telle que
V7r>0,,3A>0,Yn > A,Vm > A,epm < T.

Montrer que (y») tend vers 0.

Indication : Pour y., on peut considérer les puis-
sances de 2 et les ensembles {2’“, 2k 4 1,.. .,2’“’1}.

m L 2019 * %k Polygones convexes

Si E1 et E; sont des sous-ensembles de R”
et si A € R, on note Fi + FE> l’ensemble dé-
fini par {p1 + p2| (p1,p2) € E1 X E2} et AE1 'ensemble
{Ap1|p1 € E1}. Soit E un polygone convexe de R",
montrer que les deux propriétés suivantes sont équiva-
lentes :

1. E posseéde un centre de symétrie.
2. FE g’écrit comme somme de segments.

Indication : pour le sens direct, procéder par récur-
rence sur le nombre de cotés.

m ® *** Moyenne de GAUSS
On reprend les notations de I’exercice

a. Former une relation simple entre les intégrales

Foo dx

0 \/(332 + a?)(z2 + b?)

I(a,b) =

et

vab dx
J(a,b) = /
o V@) )
et en déduire que, pour tout entier naturel n,
I(a,b) = I(an,bn).
Indication : on pourra faire le changement de va-
riables donné par 2uzx = ab — 2.

v

Exprimer M (a,b) en fonction de I(a,b).

Calculer M(1,+/2) avec 20 décimales. Comparer 2
7/w olt w est le demi-périmetre de la lemniscate, i.e.

(<

1
dz

w=2 —_.

/0 V1—zt
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