
2Espaces vectoriels

C H A P I T R E

Hermann Günther Grassmann (1809–1877) est, avec Niels Abel, Évariste
Galois et Georg Cantor, l’un des grands mathématiciens « malheureux
» du XIXe siècle. Il est considéré comme le fondateur du calcul tensoriel et
de la théorie des espaces vectoriels.

En 1839, dans sa thèse Théorie des flots et des marées, Grassmann uti-
lise des méthodes vectorielles. Mais cette thèse n’est pas lue par son exami-
nateur et ne sera publiée qu’en 1911. Il y définit pourtant la somme de deux
vecteurs dans l’espace, leur déterminant (comme l’aire de la surface orientée
du parallélogramme qu’ils engendrent), le déterminant de trois vecteurs de
l’espace (comme volume). Ce calcul vectoriel lui permet de simplifier les
calculs de Lagrange parus dans sa Mécanique analytique.

« La première impulsion est venue de considération sur la signification
des nombres négatifs en géométrie. Habitué à voir AB comme une longueur,
j’étais néanmoins convaincu que AB = AC+CB, quelle que soit la position
de A, B et C sur une droite. »

En 1844, dans son Die Lineale Ausdehnungslehre, il développe l’idée
d’une structure algébrique dans laquelle les symboles représentant des quan-
tités (points, droites, plans) sont régis par des règles et dégage une structure
générale : l’algèbre linéaire prend véritablement naissance dans cet ouvrage.
Il y définit le produit scalaire et le produit extérieur (généralisation du pro-
duit vectoriel). Il y dénonce aussi le piège de la confusion entre nombre et
grandeur. Bien trop en avance sur son temps, abstrait et assez mal écrit, ce
livre demeure, de fait, ignoré pendant quinze ans.

Il anticipe le calcul barycentrique de Möbius, allant plus loin que lui
dans la formalisation de la multiplication d’un scalaire par un vecteur :

« le rectangle est réellement le vrai produit de deux longueurs. » Il en
résulte une idée neuve qui fonde la théorie des espaces vectoriels et plus
précisément de l’algèbre extérieure.
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— Rappels de première année : espaces vectoriels, sous-espaces vectoriels, fa-
mille de vecteurs, somme de deux sous-espace ; espaces de dimension finie :
existence de bases, dimension d’un espace de dimension finie, sous-espaces
et dimension ; applications linéaires : généralités, endomorphismes, déter-
mination d’une application linéaire, théorème du rang, formes linéaires et
hyperplans ; sous-espaces affines d’un espace vectoriel.

— Somme, somme directe d’une famille finie de sous-espaces vectoriels. Pro-
jecteurs associés à une décomposition en somme directe.

— Si F1, . . . , Fp sont des sous-espaces de dimension finie,

dim
(

p∑
i=1

Fi

)
≤

p∑
i=1

dim(Fi)

avec égalité si et seulement si la somme est directe. Base adaptée à une
décomposition en somme directe.

— Si E1, . . . , Ep sont des sous-espaces de E tels que E =
⊕
Ei et si ui ∈

L (Ei, F ) pour tout i, alors il existe un et un seul u dans L (E,F ) tel que
u|Ei = ui pour tout i.

— Algèbre (les algèbres sont unitaires). Exemples : K[X], End(E), Mn(K),
F (X,K). Sous-algèbre. Morphisme d’algèbre.

— Matrices définies par blocs. Interprétation géométrique des blocs.
— Opérations par blocs de tailles compatibles (combinaison linéaire, produit,

transposition). La démonstration concernant le produit par blocs n’est pas
exigible.

— Transvection par blocs. Déterminant d’une matrice triangulaire par blocs.

Programme

Rappels1

Cette section reprend le cours de première année et en étend brièvement le forma-
lisme, dans l’esprit des travaux fondateurs de Grassmann et Peano.

La notion d’espace vectoriel a germé dans les travaux de Hermann Günther Grass-
mann (1809–1877) et a été formalisée par Giuseppe Peano (1858–1932).

Espace vectoriel – Grassmann, Peano
Un espace vectoriel E sur un corps K est un groupe abélien pour une loi

notée +, muni d’une loi externe de K sur E, notée ⋆, qui est distributive par
rapport à +, associative au sens suivant :

∀(λ, µ) ∈ K2 ∀x ∈ E λ ⋆ (µ ⋆ x) = (λ · µ)x

et compatible avec l’élément neutre de K (noté 1) : ∀x ∈ K, 1 ⋆ x = x.

Définition 2 - 1
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L’ensemble des solutions d’un problème linéaire (équation différentielle li-
néaire, suite récurrente linéaire etc.) forme un espace vectoriel.Exemple 2 - 1

Espaces vectoriels de référence
La notion de corps inclut celle d’espace vectoriel et ainsi K est un K-espace

vectoriel. Plus généralement un produit cartésien est muni d’une structure vecto-
rielle par multiplication coordonnée par coordonnée. Ainsi Kn, Mn,p(K), K[X],
KN sont des K-espaces vectoriels. Il en va de même pour KI si I est un ensemble
quelconque.

Le sous-espace {0} est un sous-espace vectoriel minimal de E : il est inclus
dans tout sous-espace vectoriel de E. De même E est un sous-espace vectoriel
maximal de E. Tout sous-espace vectoriel distinct de {0} et E est dit non-trivial.

Exemples 2 - 2

Sous-espace vectoriel
Un sous-espace vectoriel de E est une partie F de E qui, munie des bi-

resctrictions des lois de (E,+, ⋆), est un K-espace vectoriel.
Définition 2 - 2

Sous-espaces vectoriels
Les sous-espaces vectoriels non-triviaux du plan K2 sont des droites vecto-

rielles. Ceux de l’espace K3 sont des droites et des plans vectoriels. Les parties
Kn[X] et K(N) sont des sous-espaces vectoriels respectivement de K[X] et KN.
Si I est un intervalle de R, C0(I,K) est un sous-espace vectoriel de KI .

Exemples 2 - 3

Application linéaire
Une application linéaire est un morphisme d’espaces vectoriels, i.e. une

application respectant la structure de K-espace vectoriel.
Définition 2 - 3

Sous-espaces vectoriels et applications linéaires
Si E et F sont deux K-espaces vectoriels, l’ensemble L (E,F ) des applications

linéaires de E dans F est également un K-espace vectoriel. Si u appartient à
L (E,F ) on note Ker(u) le noyau de u, i.e. u−1(0), et Im(u) son image, i.e.
u(E). Si E′ et F ′ sont des sous-espaces vectoriels respectivement de E et F ,
u(E′) et u−1(F ′) sont des espaces vectoriels. Si F = K, u est appelée forme
linéaire et si elle est non nulle son noyau est appelé hyperplan de E.

Exemples 2 - 4

Sous-espace affine
Un sous-espace affine d’un espace vectoriel E est un ensemble de la forme

x0 + F avec x0 ∈ E et F un sous-espace vectoriel de E, appelé direction du
sous-espace affine. On note x0 + F ce sous-espace affine.

Définition 2 - 4

La direction F est unique, mais le point x0 peut être pris quelconque dans
l’espace affine. On a x0 + F = x1 + F ⇐⇒ x1 − x0 ∈ F .Remarque 2 - 1
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Points et vecteurs
On identifie les vecteurs de E aux points de l’espace affine sous-jacent. Il est

d’usage de noter avec une lettre majuscule les points et une lettre minuscule les
vecteurs.

Remarque 2 - 2

Translation
Soit u dans E. L’application x 7→ x+ u de E dans E est appelée translation

de vecteur u. Ainsi un sous-espace affine peut se définir comme l’ensemble des
translatés d’un point A fixé, par un vecteur quelconque u de la direction du
sous-espace affine. On a B = A+ u ou encore B −A = u.

Définition 2 - 5

Sous-espaces affines de référence
Les sous-espaces affines du plan R2 sont R2 lui-même, ses points et les droites

affines de la forme (AB) avec A et B deux points distincts du plan, i.e. A +
Vect

(
A⃗B
)

. Les points de la droite (AB) sont donc de la forme A + tA⃗B avec t
réel, i.e. A+ t(B −A) ou encore (1 − t)A+ tB.

Les sous-espaces affines de R3 sont R3 lui-même, ses points, des droites affines
comme ci-dessus, et les plans affines (ABC) avec A, B et C non alignés, i.e. avec
A⃗B et A⃗C indépendants. Les points d’un tel plan sont de la forme (1 − t−u)A+
tB + uC avec t et u réels, ou encore αA+ βB + γC avec α, β, γ réels de somme
1.

Les solutions d’un système d’équations linéaires avec second membre forment
un ensemble vide ou un sous-espace affine dirigé par l’espace des solutions du sys-
tème sans second membre. Il en va de même mutatis mutandis pour les équations
différentielles d’ordre 1 ou 2 avec second membre, ou encore les suites récur-
rentes linéaires avec second membre, comme par exemple les suites arithmético-
géométriques.

Exemples 2 - 5

Composition des applications linéaires
La composée de deux applications linéaires en est une, de même que la réci-

proque d’un isomorphisme (i.e. une application linéaire bijective). Une application
linéaire u est injective si et seulement si son noyau Ker(u) est réduit à {0}.

Remarque 2 - 3

Produit de composition et produit matriciel
L’application (u, v) 7→ u◦v est bilinéaire. La linéarité à gauche est tautologique

tandis que la linéarité à droite résulte de la définition d’application linéaire.
Pour A dans Mn,p(K) l’application X 7→ AX de Mp,1(K) dans Mn,1(K) est

linéaire. La composée de deux telles applications associées respectivement à A et
B est donnée par le produit matriciel, qui est donc bilinéaire et associatif.

Remarque 2 - 4

On étend aux familles les objets introduits pour les ensembles finies : intersection
quelconque, combinaison linéaire.
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Intersection
Une intersection quelconque de sous-espaces vectoriels de E en est un.
Une intersection quelconque de sous-espaces affines de E est soit vide, soit

un sous-espace affine de direction l’intersection des directions des sous-espaces
affines.

Remarque 2 - 5

Soit I un ensemble quelconque d’indices, on appelle famille à support
fini de scalaires indexée par I toute famille presque nulle (λi)i∈I , i.e. telle que
{i ∈ I |λi ̸= 0} est fini. Cet ensemble est le support de la famille (λi)i∈I . On note
K(I) leur ensemble.

Définition 2 - 6

Combinaison linéaire
Soit (λi)i∈I ∈ K(I) une famille de scalaires de support fini S et (xi)i∈I ∈ EI

une famille de vecteurs de E. Alors pour toute partie finie J de I contenant S,
on a

∑
i∈J

λixi =
∑
i∈S

λixi, i.e. la quantité
∑
i∈J

λixi ne dépend pas de J . On la note∑
i∈I

λixi et on dit que c’est une combinaison linéaire de la famille (xi)i∈I .

Pour toute famille (xi)i∈I de EI , on a une application linéaire canonique de
K(I) dans E donnée par (λi)i∈I 7→

∑
i∈I

λixi.

Propriété 2 - 1

Caractérisation des applications linéaires
Une application entre K-espaces vectoriels est linéaire si et seulement si elle

préserve les combinaisons linéaires, ce qui peut se réduire à l’une des deux asser-
tions suivantes : ∀λ ∈ K, ∀(x, y) ∈ E2, (u(λx) = λu(x))∧(u(x+y) = u(x)+u(y))
ou encore ∀(λ, µ) ∈ K2, ∀(x, y) ∈ E2, u(λx+ µy) = λu(x) + µu(y).

Propriété 2 - 2

La notion de combinaison linéaire est la notion clef en algèbre linéaire. Elle permet
notamment de décrirer les sous-espaces vectoriels.

Espace engendré
Soit A ∈ P (E) où E est un K-espace vectoriel. L’intersection de tous les sous-

espaces vectoriels de E contenant A est un sous-espace vectoriel de E contenant A
et c’est le plus petit (au sens de l’inclusion) sous-espace vectoriel de E contenant
A. On le note indifféremment Vect (A), ⟨A⟩ ou Vect (a)a∈A et, si A = {xi | i ∈ I},
on le note également Vect (xi)i∈I . On a

x ∈ Vect (A) ⇔ ∃(λa)a∈A ∈ K(A) , x =
∑
a∈A

λaa .

Propriété 2 - 3

On en déduit quatre caractérisations (au moins) des sous-espaces vectoriels.
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Une partie F de E en est un sous-espace vectoriel si et seulement si F =
Vect (F ). On en déduit les caractérisations suivantes :

— ∀(λx)x∈F ∈ K(F ),
∑
x∈F λxx ∈ F (avec la convention qu’une somme vide

est égale à 0) ;
— 0 ∈ F et ∀λ ∈ K, ∀(x, y) ∈ F 2, λx ∈ F ∧ x+ y ∈ F ;
— 0 ∈ F et ∀λ ∈ K, ∀(x, y) ∈ F 2, λx+ y ∈ F ;
— 0 ∈ F et ∀(λ, µ) ∈ K2, ∀(x, y) ∈ F 2, λx+ µy ∈ F .

Propriété 2 - 4

La notion de combinaison linéaire, une famille étant fixée, permet de décrire des
vecteurs de E à partir de familles de scalaires. La nature de cette description, selon
qu’elle permet de décrire tous les vecteurs, de façon unique ou non, est une notion
cruciale et amène à la définition des propriétés les plus importantes des familles de
vecteurs.

Soit (xi)i∈I une famille de vecteurs de E. Si l’application canonique de K(I)

dans E donnée par (λi)i∈I 7→
∑
i∈I

λixi est injective, surjective, bijective, on dit

qu’on a affaire à une famille libre, une famille génératrice ou une base res-
pectivement.

Définition 2 - 7

Image d’une famille
L’image d’une base de E, ou plus généralement d’une famille génératrice,

par une application linéaire u dans L (E,F ) engendre Im(u). De plus u est un
isomorphisme si et seulement si l’image d’une base de E est une base de F .

Réciproquement une application d’une base de E dans F étant donnée, il
existe une et une seule application linéaire dans L (E,F ) la prolongeant.

Propriété 2 - 5

Base canonique
L’espace nul admet ∅ comme base et K admet {1} comme base en tant que

K-espace vectoriel. Elle est appelée base canonique. Plus généralement la base ca-
nonique d’un espace produit est obtenu par produit cartésien. Ainsi les bases cano-
niques de Kn, Mn,p(K), Kn[X] et K[X] sont respectivement ((δij)1≤j≤n)1≤i≤n,
(Ei,j)(i,j)∈J1;nK×J1;pK, (Xk)0≤k≤n et (Xk)k∈N.

Exemples 2 - 6

Formes coordonnées
Si E est un K-espace vectoriel et (ei)i∈I en est une base. Les formes coordon-

nées associées à cette base sont les formes linéaires (e∗
i )i∈I uniquement détermi-

nées par les conditions e∗
i (ej) = δij . Les formes linéaires (e∗

i )i∈I constituent une
base de L (E,K).

Définition 2 - 8

L’espace vectoriel L (E,K), appelé dual de E, est aussi noté E∗.♠
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Hyperplans et codimension
Si E est un espace de dimension finie n et H un hyperplan obtenu comme

Ker(u), où u est une forme linéaire, une décomposition
n∑
i=1

aie
∗
i de u correspond

à une équation
n∑
i=1

aixi = 0 de H, relativement à la base (ei)1≤i≤n. Pour H

donné, il n’y a pas unicité de u et donc pas non plus de l’équation, mais il y a
unicité à multiplication par un scalaire non nul près.

Un hyperplan H de E est un sous-espace vectoriel de codimension 1, i.e.
dim(E) − dim(H) = 1. Plus généralement si dim(E) − dim(F ) = m, on dit que
F est de codimension m.

L’intersection de m hyperplans est un espace de codimension au plus m et,
réciproquement, tout espace de codimension m est intersection de m hyperplans.
Un tel espace est donc défini par un système de m équations (non unique).

Définition 2 - 9

La codimension de F peut se définir même si E est de dimension infinie, c’est
alors la dimension de l’espace vectoriel quotient E/F . Elle correspond au nombre
d’équations nécessaires pour définir F .

♠

Applications linéaires, bases et matrices
Étant donné deux K-espaces vectoriels de dimensions finies E et F et deux

bases (e) et (f) de E et F respectivement, avec (e) = (ej)1≤j≤q et (f) = (fi)1≤i≤p
une application linéaire entre E et F correspond de façon unique à une matrice
(aij)(i,j)∈J1;pK×J1;qK dans Mp,q(K) telle que, pour tout x dans E on ait u(x) =
p∑
i=1

q∑
j=1

aije
∗
j (x)fi.

La matrice précédente est appelée matrice de u relativement aux bases (e) et
(f) et notée Mat(e),(f)(u). Ainsi le vecteur de coordonnées (xi)1≤i≤q dans (e) a

pour image le vecteur de coordonnées (
q∑
j=1

aijxj)1≤i≤p dans (f).

L’application u 7→ Mat(e),(f)(u) est un isomorphisme de K-espaces vectoriels.

Définition 2 - 10

La composition entre applications linéaires correspond à la multiplication ma-
tricielle. Si E = F et (e) = (f), on écrit Mat(e)(u) et l’application u 7→ Mat(e)(u)
est un isomorphisme de K-algèbres entre End(E) et Mn(K).

Remarque 2 - 6

On écrit aussi Mat(u; (e), (f)) ou Mat(e)
(f)(u), ainsi que u =

p∑
i=1

q∑
j=1

aije
∗
j ⊗fi et

on a L (E,F ) ≃ E∗⊗F . Les trois dernières écritures rappellent que la dépendance
en E est contravariante alors que celle en F est covariante. La matrice de e∗

j⊗fi
est la matrice Eij de la base canonique, i.e. aij = E∗

ij(Mat(e),(f)(u)).

Aparté
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Application linéaire canoniquement associée à une matrice
À M dans Mp,q(K) on associe canoniquement l’application linéaire de

Mq,1(K) dans Mp,1 donnée par X 7→ MX. Sa matrice relativement aux bases
canoniques est alors M . Le noyau et l’image de M sont ceux de l’application
linéaire associée.

On peut également identifier canoniquement Mq,1(K) à Kq et Mp,1 à Kp,
puisque ce sont des espaces de mêmes dimensions et admettant chacun une base
canonique. Ainsi M est également canoniquement associée à une application li-
néaire de Kq dans Kp.

Définition 2 - 11

La notion de base est fondamentale en algèbre linéaire. Le travail de Grassmann a
justement été de permettre de ne pas travailler avec une seule base, i.e. de se détacher
du modèle de Kn, pour pouvoir choisir des bases adaptées à chaque problème.

Lemme fondamental de la théorie de la dimension
Soit (xi)i∈I une famille finie de vecteurs de E et (yj)j∈J une famille finie de

vecteurs, tous combinaisons linéaires des (xi) avec Card J > Card(I). Alors la
famille (yj) est liée.

Théorème 2 - 1

Dimension
Un espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille géné-

ratrice finie. Tout tel espace admet une base et toutes ses bases ont un même
cardinal fini.

Théorème 2 - 2

Plus précisément on a le résultat suivant, valide en toute dimension, et conséquence
des mêmes arguments.

Base incomplète et base extraite
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, L une famille libre dans E et

G une famille génératrice de E, vérifiant L ⊂ G. Alors il existe une base B de E
vérifiant L ⊂ B ⊂ G. En particulier pour G = E, cela permet de compléter toute
famille libre en une base et, pour L = ∅, cela permet d’extraire une base de toute
famille génératrice.

Théorème 2 - 3

Stricto sensu le théorème de la base incomplète est le cas G = E, celui de la base
extraite est le cas L = ∅ et celui de l’existence de base le cas L = ∅ et G = E.

Un espace vectoriel qui n’est pas de dimension finie est dit de dimension infinie.
Un tel espace admet également une base et toutes ses bases sont de cardinal infini.
Le théorème précédent est encore vrai en dimension infinie.

♠

Le résultat en dimension infinie résulte, comme en dimension finie, de l’existence
d’élément maximal parmi les familles libres ou, comme on voudra, de l’existence d’élé-
ment minimal parmi les familles génératrices. En dimension finie la maximalité ou la
minimalité s’expriment en termes de cardinaux (finis) et l’existence de base résulte du
lemme fondamental de la théorie de la dimension.
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Dimensions de référence
La dimension d’un produit d’espaces vectoriels (de dimensions finies) est la

somme de leurs dimensions. Ainsi les espaces Kn, Mn(K), Mn,p(K) et Kn[X]
sont de dimensions respectives n, n2, np et n+ 1.

L’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire homogène
d’ordre n (sous forme résolue) est un espace vectoriel de dimension n. Il en va de
même pour l’ensemble des suites satisfaisant une relation de récurrence linéaire
homogène (à coefficients constants) d’ordre n.

Exemples 2 - 7

Rang d’une famille de vecteurs
La dimension de l’espace engendré par une famille de vecteurs est appelé rang

de la famille. Le rang est inférieur à la fois au cardinal de la famille et à la
dimension de l’espace ambiant.

Définition 2 - 12

Rang d’une application linéaire ou d’une matrice
Le rang d’une application linéaire u, noté rg(u) est la dimension de Im(u),

i.e. le rang de l’image d’une base par u. Le rang est invariant par composition (à
gauche comme à droite) par un isomorphisme.

Le rang d’une matrice est le rang de l’application linéaire canoniquement
associée ou, ce qui revient au même, au rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

Le rang est en particulier invariant par pré-composition ou post-composition
par une application linéaire bijective. Matriciellement il est donc invariant par
multiplication par une matrice inversible.

Définition 2 - 13

Caractérisation par la dimension
Dans un espace vectoriel E de dimension finie n, une famille de cardinal n est

une base si et seulement si elle est libre ou génératrice. De plus tout sous-espace
vectoriel de E est de dimension inférieure à n et E est le seul sous-espace de
dimension exactement n.

Soit u une application linéaire entre deux espaces vectoriels de même di-
mension finie. Alors u est bijective si et seulement si elle est injective (i.e.
Ker(u) = {0}) et si et seulement si elle est surjective. En particulier un endo-
morphisme d’un espace vectoriel de dimension finie est inversible à droite si et
seulement s’il l’est à gauche ou encore est inversible.

Il existe un unique K-espace vectoriel de dimension finie n donnée, à isomor-
phisme près.

Propriété 2 - 6

Existence de supplémentaire
Soit E un espace vectoriel de dimension finie et F un sous-espace de E. Alors

il existe au moins un sous-espace G de E tel que E = F ⊕G. On dit alors que G
est un supplémentaire de F dans E.

Deux sous-espaces vectoriels F et G de E sont supplémentaires si et seulement
si dim(F ) + dim(G) = dim(E) et F ∩G = {0}.

Théorème 2 - 4

C’est une conséquence directe du théorème de la base incomplète. En particulier

Ce résultat est encore valide en dimension infinie.♠
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Théorème du rang
Soit u dans L (E,F ), avec E et F deux K-espaces vectoriels, et E′ un sup-

plémentaire de Ker(u) dans E. Alors

u|E′ : E′ ≃ Im(u) .

En particulier, en dimension finie, on a rg(u) = dim(E) − dim(Ker(u)).

Théorème 2 - 5

Isomorphisme entre supplémentaires
Soit F un sous-espace vectoriel de E et G1 et G2 deux supplémentaires de F ,

de sorte qu’on a E = F ⊕G1 et E = F ⊕G2. Soit p le projecteur canonique sur
G1 associé à la décomposition E = F ⊕G1, i.e. le projecteur sur G1 parallèlement
à F . Alors p induit, par restriction à G2 un isomorphisme de G2 sur G1.

En effet Ker(p) = F et G2 en est un supplémentaire, tandis que Im(u) = G1.

Exemple 2 - 8

Ne pas confondre les mots supplémentaire et complémentaire : un supplémen-
taire est un espace vectoriel tandis que le complémentaire est un ensemble.

Il n’y a pas unicité d’un supplémentaire de F , par exemple parce qu’il n’y a
pas unicité de la façon de compléter une base de F en une base de E.

Danger

Formule de Grassmann
Soit E et F deux sous-espaces vectoriels d’un même espace vectoriel. On a

dim(E × F ) = dim(E ∩ F ) + dim(E + F ) ou encore

dim(E + F ) + dim(E ∩ F ) = dim(E) + dim(F ) .

Exemple 2 - 9

Endomorphismes remarquables
Si E est un K-espace vectoriel End(E), i.e. L (E,E), est une K-algèbre. Ses

éléments sont appelés endomorphismes de E. Les endomorphismes scalaires sont
les multiples de l’identité, elle-même notée IdE . L’application λIdE est appe-
lée homothétie de rapport λ. L’algèbre End(E) n’est pas commutative, sauf
en dimension inférieure à 1, et son centre (i.e. l’ensemble des endomorphismes
commutant à tous les autres) est formé des homothéties.

Si E = F ⊕G, le projecteur sur F parallèlement à G est l’unique endomor-
phisme dont la bi-restriction à F est l’identité et celle à G est l’endomorphisme
nul. On le note pGF et on parle aussi de projection sur F parallèlement à G. Géo-
métriquement, pour x dans E, le projeté pGF (x) est l’unique point d’intersection
de F avec l’espace affine passant par x de direction G, i.e. (x+G)∩F =

{
pGF (x)

}
.

Un endomorphisme p est un projecteur si et seulement si p2 = p et alors c’est un
projecteur sur Im(p) parallèlement à Ker(p).

La symétrie par rapport à F et parallèlement à G est l’isomorphisme sGF
donné par sGF = 2pGF − IdE , i.e. sa birestriction à F est IdF et celle à G est
−IdG. Le symétrique sGF (x) est l’unique point de E tel que le milieu de x et sGF (x)
soit pGF (x). Un endomorphisme s est une symétrie si et seulement si c’est une
involution, i.e. s2 = IdE , et alors c’est un symétrie par rapport à Ker(s− IdE) et
parallèlement à Ker(s+ IdE).

Exemple 2 - 10
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Systèmes linéaires
Un système linéaire peut s’écrire sous la forme AX = B avec A et B fixés

respectivement dans Mn,p(K) et Mn,1(K) et où l’inconnue X est cherchée dans
Mp,1(K).

Le système est dit homogène si B = 0 et alors l’ensemble des solutions est
un espace vectoriel, à savoir le noyau de A. Quand B n’est pas nul, le système
admet des solutions si et seulement si B appartient à l’image de A et dans ce
cas l’ensemble des solutions forme un sous-espace affine de direction Ker(A). On
appelle rang du système le rang de A et si n = p et A est inversible, le système
est dit de Cramer et admet une unique solution donnée par A−1B.

Proposition 2 - 1

Pour clore ces rappels, on donne quelques propriétés du rang.

Composition et rang
Soit u ∈ L (E,F ) et v ∈ L (F,G) des applications linéaires de rangs finis.
On a

— rg(v ◦ u) ≤ min(rg(u), rg(v))
— si v est injective, rg(v ◦ u) = rg(u)
— si u est surjective, rg(v ◦ u) = rg(v).

En particulier la composition à gauche ou à droite par une application linéaire
bijective ne modifie pas le rang.

Proposition 2 - 2

Sommes directes2

L’intersection est, on l’a vu, compatible à la notion de sous-espace vectoriel : une
intersection quelconque en est un. Il n’en va pas de même pour la réunion et ni non
plus pour le complémentaire. On y supplée en considérant le sous-espace engendré par
la réunion. En termes de familles génératrices il s’agit donc bien d’une réunion : si (f)
et (g) engendrent respectivement les sous-espaces vectoriels F et G, alors F + G est
l’espace engendré par (f) ∪ (g). Le travail avec des bases n’étant pas intrinsèque, la
définition de la somme peut se faire en considérant les sommes de vecteurs. Il est alors
bien plus commode de raisonner avec les applications linéaires naturelles associées.

Somme de sous-espaces vectoriels
Soit (Ei)i∈I une famille de sous-espaces vectoriels d’un même espace vectoriel

E. On a une application linéaire canonique

σ :
∏
i∈I

Ei → E

(xi)i∈I 7→
∑
i∈I

xi
.

Elle n’est pas nécessairement surjective et on définit la somme
∑
i∈I

Ei comme

l’image de cette application linéaire :
∑
i∈I

Ei = Im(σ).

Définition 2 - 14
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Somme directe
Soit I un ensemble fini et (Ei)i∈I une famille de sous-espaces vectoriels de E.

On dit que la somme
∑
i∈I

Ei est directe si l’application

σ :
∏
i∈I

Ei →
∑
i∈I

Ei

(xi)i∈I 7→
∑
i∈I

xi

est bijective.

Définition 2 - 15

Par construction σ est surjective. Elle est donc bijective si et seulement si elle
est injective, ou encore si et seulement si son noyau est réduit à (0)i∈I .

Autrement dit, la somme est directe si et seulement si l’écriture de tout élément
de
∑
i∈I

Ei comme somme d’éléments des (Ei)i∈I est unique. Quand la somme est

directe, on écrit ⊕i∈IEi au lieu de
∑
i∈I

Ei.

Remarque 2 - 7

Tout comme la notation ∃!, la notation ⊕ est dangereuse. En effet c’est à la
fois une notation et une assertion mathématique. On ne peut en particulier par
l’utiliser pour définir un nouvel objet, i.e. on ne peut pas écrire Soit E l’espace
vectoriel défini par E = F ⊕ G sans avoir démontré avant que F et G sont en
somme directe.

Danger

Dans le cas où on effectue la somme de deux espaces véctoriels, il y a un moyen
simple de détecter si la somme est directe. En effet, en étudiant une décomposition
de 0 en 0 = x + y, on constate qu’on a y = −x, de sorte que y appartient à E2 et
est l’opposé d’un élément de E1. Comme un espace vectoriel est stable par passage à
l’opposé, y appartient donc à E1 ∩ E2. Réciproquement si u appartient à E1 ∩ E2, il
en va de même pour −u, et en posant x = u et y = −u, on a x + y = 0, x ∈ E1 et
y ∈ E2. Ainsi on obtient le critère suivant :

Caractérisation de la somme directe
Soit E1 et E2 deux sous-espaces vectoriels de E. On a

E1 + E2 = E1 ⊕ E2 ⇐⇒ E1 ∩ E2 = {0}
⇐⇒ (∀(x, y) ∈ E1 × E2 x+ y = 0 =⇒ x = y = 0) .

Remarque 2 - 8

La caractérisation précédente est un faux ami. En effet, plus généralement,
si (Ei)i∈I est une famille de sous-espaces vectoriels de E, on a∑

i∈I
Ei = ⊕i∈IEi ⇐⇒ ∀i ∈ I Ei ∩

∑
j∈I\{i}

Ej = {0}

⇐⇒

(
∀(xi)i∈I ∈

∏
i∈I

Ei

(∑
i∈I

xi = 0 =⇒ (∀i ∈ I , xi = 0)
))

.

♥
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Caractérisation de la somme directe par la dimension
Si E est de dimension finie on a dim(

∑
i∈I

Ei) ≤
∑
i∈I

dim(Ei) avec égalité si et

seulement si la somme est directe.
C’est en effet une conséquence directe du théorème du rang appliqué à

σ :
∏
i∈I

Ei →
∑
i∈I

Ei

(xi)i∈I 7→
∑
i∈I

xi

puisque l’image d’une application linéaire surjective est de dimension inférieure à
l’espace de départ, avec égalité si et seulement si cette application est bijective.

Remarque 2 - 9

Si E se décompose en somme directe, E = ⊕i∈IEi, l’application σ précédente est
bijective. La bijection réciproque permet de définir des projecteurs associés. Pour i dans
I, en composant σ−1 avec la projection canonique sur la ie composante et l’injection
canonique de Ei dans E. Concrètement si σ−1(x) = (xi)i∈I , i.e. x =

∑
i∈I

xi avec ∀i ∈ I

xi ∈ Ei, on pose pi(x) = xi de sorte qu’on a

x =
∑
i∈I

pi(x) .

La famille de projecteurs (pi)i∈I est dite associée à la somme directe.

Projecteurs et décomposition de l’unité
Soit (pi)i∈I la famille (finie) de projecteurs associée à une décomposition en

somme directe E = ⊕i∈IEi. On a les relations suivantes :
1. Idempotence - ∀i ∈ I, p2

i = pi

2. Orthogonalité - ∀(i, j) ∈ I2, i ̸= j =⇒ pipj = 0

3. Décomposition de l’unité -
∑
i∈I

pi = IdE .

Propriété 2 - 7

Bases adaptées et dimensions
Soit F un sous-espace vectoriel de E. Tous les supplémentaires de F ont même

dimension, appelée co-dimension de F et notée codim(F ).
Une base BE de E est dite adaptée à F si on peut en extraire une base BF

de F . Une telle base peut être obtenue en complétant une base de F en une base
de E. Le complémentaire relativement à BE de la base BF de F ainsi obtenue est
une base d’un supplémentaire de F .

Une base BE de E est dite adaptée à une somme directe ⊕i∈IEi si on peut
en extraire une base de chacun des Ei. Si B⟩ est une base de Ei ainsi obtenue, les
(B⟩)i∈I sont deux à deux disjoints. Si de plus E = ⊕i∈IEi, les (B⟩)i∈I forment un
partage de BE .

Propriété 2 - 8
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Algèbres3

La notion d’algèbre a une histoire très complexe. Elle puise ses sources à la fois
dans la logique, notamment avec les travaux de George Boole (1815–1864) complétés
par ceux de Benjamin Peirce (1809–1880) et Charles Sanders Peirce (1839–1914), et
l’algèbre linéaire, avec la recherche de multiplication sur des n-uplets. C’est notamment
William Rowan Hamilton (1805–1865) et Grassmann qui explorent les algèbres ex-
térieures et amènent aux quaternions, bientôt suivis des octaves, découverts par John
Thomas Graves (1806–1870) puis par Arthur Cayley (1821–1895). Leurs générali-
sations sont étudiées par William Kingdon Clifford (1845-1879). L’ensemble de ces
structures porte initialement le nom de systèmes hypercomplexes, puisqu’ils généra-
lisent en quelque sorte la notion de nombre complexe. Le terme d’algèbre est donné
par Bartel Leendert van der Waerden (1903—1996) dans son ouvrage fondateur
Moderne Algebra en 1930.

Algèbre – G. Boole, Grassmann, . . . , van der Waerden
Une algèbre sur un corps K, ou K-algèbre, est un K-espace vectoriel (A,+, ⋆)

muni d’une multiplication interne qui est bilinéaire. Dans le cadre du programme,
on demande en sus que (A,×) soit unifère. Autrement dit (A,+,×) est un anneau
où l’axiome d’associativité de la multiplication est remplacé par

∀λ ∈ K, ∀(x, y) ∈ A2 λ ⋆ (x× y) = (λ ⋆ x) × y = x× (λ ⋆ y).

Définition 2 - 16

Très souvent les algèbres sont aussi associatives, donc (A,+,×) est vraiment
un anneau, et contiennent K, ce qui fait que l’associativité externe résulte de
l’associativité. C’est le cas pour les K-algèbres K[X], Mn(K) ou F (X,K) pour
un ensemble X quelconque.

Le corps non commutatif des quaternions ou l’agèbre non associative des oc-
tonions forment les seules R-algèbres de dimension finie dites à division, i.e. sans
diviseurs de 0. Elles ne sont que le début d’une suite infinie d’algèbres obtenue
par la construction de Cayley-Dickson (Leonard Eugene Dickson, 1874-1954),
avec par exemple les sedenions qui forment une algèbre de dimension 16 sur R.

Il existe bien d’autres types d’algèbres : algèbre extérieure (avec comme
exemple celle fournie par le produit vectoriel de vecteurs en dimension 3), algèbre
de Lie, algèbre de Jordan, algèbre de Banach. Les plus importantes dans ce
cours seront toutefois K[X] et Mn(K).

Exemple 2 - 11

Soit A et B des K-algèbres. On appelle morphisme d’algèbres une application
linéaire qui est multiplicative.

Autrement dit φ est un morphisme de K-algèbre si pour tous a et a′ dans A
et λ dans K, on a

φ(a+ a′) = φ(a) + φ(a′) , φ(aa′) = φ(a)φ(a′) et φ(λa) = λφ(a) .

Définition 2 - 17

Soit φ un homomorphisme de K-algèbres de A dans B. On a φ(0A) = 0B .
Pour a dans A on a φ(−a) = −φ(a) et, pour n dans N, φ(na) = nφ(a) et
φ(an) = φ(a)n. La première propriété est encore vraie pour n dans Z. La seconde
l’est aussi si, de plus, a est inversible.

Remarque 2 - 10
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Soit A une K-algèbre. On dit que B est une sous-algèbre de A si B en est un
sous-espace vectoriel et que B est stable par multiplication.Définition 2 - 18

Détermination d’une application linéaire
Par propriété universelle de la somme directe, si E et F sont des K-espaces

vectoriels et si E = ⊕i∈IEi, alors on a un isomorphisme de K-algèbres

L (E,F ) ≃
∏
i∈I

L (Ei, F )

et plus précisément, étant donné des applications linéaires ui dans L (Ei, F ), il
existe une unique application linéaire les prolongeant simultanément à E.

Propriété 2 - 9

Expression matricielle4

Toute matrice dans Mn(K) peut être interprétée comme un élément de End(Kn),
ou plutôt de End(Mn,1(K)). Néanmoins il est naturel de s’intéresser à l’ambiguïté
soulevée par ces interprétations et donc à la stabilité des notions par isomorphisme.

On commence par quelques rappels relatifs au calcul matriciel.

Matrice de passage
Soit (e) et (e) deux bases d’un même espace de dimension finie E. On appelle

matrice de passage de (e) à (e′) la matrice de l’identité relativement aux bases
(e′) et (e) dans cet ordre. On note

P
(e′)
(e) = Mat(e′),(e)(IdE) = Mat(e′)

(e) (IdE)

et donc cette matrice correspond aux coordonnées des vecteurs de (e′) dans la
base (e), i.e.

P
(e′)
(e) = (e∗

i (e′
j))1≤i,j≤n .

La matrice de passage P (e′)
(e) est inversible d’inverse P (e)

(e′). Réciproquement toute
matrice inversible peut être interprétée comme une matrice de changement de
base, à savoir de la base canonique de Mn,1(K) à la base donnée par ses vecteurs
colonnes.

Les matrices de passages constituent donc l’ensemble GLn(K) des matrices
inversibles de taille n. En particulier elles forment un groupe multiplicatif.

Définition 2 - 19

Changement de base
Soit x dans E et u dans End(E). On note X et X ′ les matrices associées

à x relativement aux bases (e) et (e′) respectivement, i.e. X = (e∗
i (x))1≤i≤n et

X = (e′∗
i (x))1≤i≤n, A = Mat(e)(u), A′ = Mat(e′)(u) et P = P

(e′)
(e) . Alors on a

X = PX ′ A′ = P−1AP et AX = PA′X ′ .

Propriété 2 - 10
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Rang – Équivalence
On note Jr ou Ir,n la matrice dans Mn(K), diagonale, dont les r premiers

termes de la diagonale valent 1 et les autres sont nuls. C’est une matrice de rang
r et toute matrice de r lui est équivalente, i.e.

∀A ∈ Mn(K) rg(A) = r ⇐⇒ ∃(P,Q) ∈ GLn(K)2 A = PJrQ .

Le rang d’une matrice A est également le plus grand entier r pour lequel il existe
une matrice extraite de A de taille r et inversible.

Propriété 2 - 11

Invariants – Similitude
Deux matrices A et B sont dite semblables si elles représentent le même en-

domorphisme relativement à des bases éventuellement différentes, i.e. s’il existe
P dans GLn(K) tel que B = P−1AP .

Le rang, la trace et le déterminant sont invariants dans une classe de similitude.
En particulier si u est un endomorphisme d’un espace vectoriel de dimension finie,
le rang, la trace et le déterminant de la matrice représentant u ne dépend pas de
la base choisie. On les note rg(u), tr(u) et det(u).

Propriété 2 - 12

Trace
La trace est linéaire, commutative et invariante par similitude, i.e. A 7→ tr(A)

est une forme linéaire sur Mn(K), pour A et B dans Mn(K) on a tr(AB) =
tr(BA) et si de plus B est inversible tr(A) = tr

(
B−1AB

)
.

Propriété 2 - 13

Trace d’un projecteur
La trace d’un projecteur est égale à son rang.Exemple 2 - 12

Déterminant
Le déterminant est multiplicatif et est en particulier un morphisme de groupes

entre GLn(K) et K∗. Le déterminant est donc commutatif et invariant par simi-
litude.

Propriété 2 - 14

Matrice diagonale
Une matrice diagonale, notée diag(ai), est la matrice dont tous les termes non

diagonaux sont nuls et dont le terme d’indice (i, i) est ai. Soit D cette matrice.
On a

tr(D) =
n∑
i=1

ai , det(D) =
n∏
i=1

ai

et D est inversible si et seulement tous les ai sont non nuls. Dans ce cas on a
D−1 = diag(a−1

i ).
Plus généralement un produit de matrices diagonales l’est et on a

diag(ai)diag(bi) = diag(aibi).

Exemple 2 - 13
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Matrice triangulaire
Un matrice T dans Mn(K) est dite triangulaire supérieure (resp. inférieure)

si tous ses termes d’indice (i, j) avec i > j (resp. i < j) sont nuls. Le déterminant
d’une telle matrice est le produit de ses éléments diagonaux et elle est donc
inversible si et seulement si ceux-ci sont non nuls. Dans ce cas son inverse est une
matrice triangulaire de même type et dont la diagonale est obtenue en inversant
les termes diagonaux de T .

Plus généralement un produit de matrices triangulaires supérieures (resp. in-
férieures) est une matrice triangulaire supérieure (resp. inférieure) dont les termes
diagonaux sont obtenus par produit des termes diagonaux terme à terme.

Exemple 2 - 14

Blocs
Si (Ik) est une partition de J1;nK, le plus souvent telle que les ensembles

Ik soient formés de nk entiers consécutifs, et (Jℓ) une partition de J1; pK, une
décomposition d’une matrice A de Mn,p(K) par blocs est la donnée des matrices
Ak,ℓ dans Mnk,nℓ(K) avec Ak,ℓ = (aij)(i,j)∈Ik×Jℓ .

Une matrice est dite diagonale (resp. triangulaire) par blocs si les matrices
Ak,ℓ sont nulles si k ̸= ℓ (resp. k > ℓ pour triangulaire supérieure, k < ℓ pour
triangulaire inférieure).

Exemple 2 - 15

La décomposition par blocs correspond à une décomposition en somme directe
de l’espace de départ et de celui d’arrivée. En note Ek l’espace engendré par les
vecteurs ei de la base canonique tels que i ∈ Ik et Fj le pendant dans l’espace
d’arrivée, la matrice Ak,ℓ représente une application linéaire de Ek dans Fℓ. On
prendra garde que ces applications linéaires n’ont qu’un rapport lointain avec la
matrice initiale.

On peut effectuer une combinaison linéaire de matrices décomposées selon les
mêmes blocs en effectuant les combinaisons linéaires blocs par blocs.

On peut effectuer le produit par blocs. Ainsi si A et B sont décomposées en
blocs, correspondant respectivement à des partitions (Ik) et (Jℓ) pour A et (Jℓ)
et (Km) pour B, alors AB, noté C, est décomposée en blocs correspondant à (Ik)
et (Km), et on a Ck,ℓ =

∑
mAk,mBm,ℓ.

En particulier une matrice diagonale (resp. triangulaire) par blocs est inver-
sible si et seulement tous ses blocs diagonaux le sont. Dans ce cas son inverse ad-
met des blocs diagonaux égaux aux inverses des blocs correspondant. Par ailleurs
le déterminant d’une telle matrice est le produit des déterminants de ses blocs
diagonaux.

Propriété 2 - 15

Transposition
Si A est dans Mp,q(K) avec A = (aij)(i,j)∈J1;pK×J1;qK, sa transposée notée AT

est la matrice donnée par

AT = (aij)(j,i)∈J1;qK×J1;pK i.e. E∗
ji(AT) = E∗

ij(A) .

Définition 2 - 20
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Transposition
La transposition est une application linéaire, commutant à l’inverse et c’est

un antimorphisme linéaire, i.e. si A et B sont dans Mp,q(K) et Mq,r(K) alors(
AT)T = A (AB)T = BTAT et si A est inversible

(
A−1)T = (AT)−1 .

De plus la transposée d’une matrice par blocs (Ak,ℓ) est la matrice par blocs
(AT

k,ℓ), correspondant aux partitions (Jℓ) et (Ik).

Propriété 2 - 16

Transvection par blocs
Une tranvection est un endomorphisme u tel que Ker(u − Id) contienne un

hyperplan. Il revient au même de dire qu’il existe une forme linéaire φ et un
vecteur h tels qu’on ait : ∀x ∈ E u(x) = x+ φ(x)h. Une matrice de transvection
élémentaire est une matrice de la forme In+λEi,j avec i ̸= j. Il s’agit alors d’une
tranvection de base l’hyperplan d’équation xj = 0 et de direction ei, du moins si
λ est non nul.

En reprenant les notations utilisées ci-dessus pour définir les matrices par
blocs, une tranvection par blocs est une matrice de la forme In +Ak,ℓ avec k ̸= ℓ
et Ak,ℓ quelconque dans Mnk,nℓ . Autrement dit les blocs diagonaux sont tous
égaux à l’identité et il y a au plus un bloc non diagonal non nul.

Propriété 2 - 17

Rang de la transposée
C’est un fait non totalement évident que le rang d’une matrice est aussi celui

de ses vecteurs lignes. Autrement dit le rang d’une matrice est invariant par
transposition.

Remarque 2 - 11

Exemples5

Équations différentielles linéaires à coefficients constants
L’ensemble des solutions de l’équation y′ + ay = 0 sur R est une droite vec-

torielle. Toutes ses bases sont donc proportionnelles. Si on rajoute un second
membre, lui-même solution d’une telle équation, e.g. y′ + ay = ebx, on obtient
une droite affine.

Si a + b ̸= 0, on peut considérer le plan vectoriel engendré par les fonc-
tions données par e−ax et ebx. L’ensemble des solutions est alors une droite affine
contenue dans ce plan et de direction donnée par la première fonction (considérée
comme un vecteur de ce plan). Toute droite horizontale coupant l’axe vertical,
on en déduit qu’il existe une solution de cette équation différentielle proportion-
nelle à la seconde fonction. On peut ainsi complètement résoudre cette équation
en appliquant une recette : chercher β tel que βebx soit solution, i.e. tel que
β(b + a)ebx = ebx, puis rajouter un multiple quelconque de e−ax pour obtenir
la solution générale ou un multiple précis si on dispose d’une condition initiale.
Ainsi la formule y(x) = αe−ax + β e

bx−e−ax

a+b définit l’unique solution du problème
de Cauchy : y′ + ay = ebx et y(0) = α.

Exemple 2 - 16
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On voit ici l’intérêt d’une base. L’espace ambient est un espace de dimension infinie,
celui des fonctions de classe C∞ de R dans C. On en extrait un sous-espace vectoriel
(de dimension 2), puis on choisit une base de ce sous-espace.

Ordre 2 homogène
Les équations du type y′′ + ay′ + b = 0 se résolvent en considérant l’équation

polynomiale associéeX2+aX+b = 0. Si cette équation a deux solutions distinctes,
i.e. si a2 + 4b ̸= 0, les solutions à valeurs complexes sont de la forme αy1 + βy2
où yk(x) = erkx en notant r1 et r2 sont les deux racines de X2 + aX + b.

La base (y1, y2) n’est toutefois pas la plus adaptée si a et b sont réels alors que
r1 et r2 ne le sont pas. On peut préférer une base prenant des valeurs réelles, e.g.
( 1

2 (y1 + y2), 1
2i (y1 − y2)). Si rk = λ± iφ, il s’agit de eλx cos(φx) et eλx sin(φx).

Si a2 + 4b = 0 et r est racine double de X2 + aX + b, une base de l’espace des
solutions est donnée par erx et xerx.

Exemple 2 - 17

En fonction du problème considéré la première base trouvée n’est donc pas toujours
la bonne et tout l’objet de l’algèbre linéaire est de comprendre comment trouver des
bases adaptées et calculer avec.

On verra que d’une façon générale une équation différentielle linéaire à coef-
ficients constants d’ordre n dont le second membre est lui-même solution d’une
telle équation d’ordre m, admet un espace de solutions qui est naturellement un
sous-espace affine de dimension n d’un espace vectoriel de dimension n+m.

Aparté

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
Le même principe prévaut dans l’étude des suites complexes vérifiant ∀n ∈ N

un+2+aun+1+bun = 0. On résout la même équation polynomiale X2+aX+b = 0
et on dispose d’une base de l’espace vectoriel des solutions donnée par les suites
(rn1 ) et (rn2 ), si a2 + 4b ̸= 0, ou (rn) et (nrn) sinon. L’analogie est frappante.

Exemple 2 - 18

Pour voir que les espaces de solutions, dans le cas homogène, sont des espaces
vectoriels, il suffit d’introduire une application linéaire dont c’est le noyau. Ici il s’agit
de y 7→ y′′ +ay′ +by, d’un côté, et de (un)n∈N 7→ (un+2 +aun+1 +bun)n∈N, de l’autre.
Ce sont des endomorphismes l’une de C∞(R,C), l’autre de CN.

On verra qu’on les construits de la même façon à partir de la dérivation ou de
l’opération de décalage respectivement, i.e. de y 7→ y′ et (un)n∈N 7→ (un+1)n∈N
respectivement. En notant u cette application (linéaire), on étudie le noyau de
u ◦ u + au + bId, ce que l’on pourrait noter u2 + au1 + bu0 en prenant soin
d’interpréter les exposants relativement au produit de composition. Autrement
dit, en notant P = X2 +aX+ b, le noyau de P (u) s’étudie en trouvant les racines
de P . . . ce qui n’est plus très surprenant.

Aparté

La bonne analogie entre continu et discret est donnée par l’opérateur de dé-
rivation discrète, i.e. (un)n∈N 7→ (un+1 − un)n∈N. Le noyau de cet opérateur
est formé des suites constantes, tandis que celui de la dérivation est formé des
fonctions constantes.

Pour aller plus loin
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Exercices

Algèbre linéaire

2 - 1 Ⓢ ⋆ Espaces vectoriels

Déterminer si les équations suivantes définissent des
R-espaces vectoriels. Si oui, en donner dimension et
base.

1. (x+ y)2 + (x− y)2 = 0
2. (x+ y)2 − (x− y)2 = 0
3. exey = 0
4. sin2(x) + sin2(y) = 0
5. (x− y)2 − (y − z)2 − (z − x)2 = 2(x− z)(z − y)
6. xz + y2 = x+ 2y − z = 0
7. x+ y + z + t = x− y − z − t = 0

2 - 2 Ⓢ ⋆ Calcul de coordonnées

Dans l’espace R4, on donne les vecteurs x1 =
(1, 1, 2, 1), x2 = (1,−1, 0, 1), x3 = (0, 0,−1, 1), x4 =
(1, 2, 2, 0) et x = (1, 1, 1, 1).
a. Montrer que les quatre vecteurs (xi)1≤i≤4 forment

une base de R4.
b. Déterminer les coordonnées de x dans la base

(xi)1≤i≤4.

2 - 3 Ⓢ ⋆ Espace engendré

Dans un espace vectoriel E sur le corps des com-
plexes, on donne trois éléments a, b et c et on pose
u = b+ c, v = c+ a et w = a+ b.
a. Montrer que les sous-espaces vectoriels engendrés

par a, b et c d’une part et u, v et w de l’autre sont
identiques.

b. Montrer que les vecteurs u, v et w sont indépendants
(i.e forment une famille libre) si et seulement si a, b
et c le sont.

2 - 4 ⋆ cos et sin
Soit E le R-espace vectoriel des fonctions de la

forme x 7→ f(x) = a cos(x) + b sin(x) + c pour a, b et
c réels. Soit φ et ψ de E dans lui-même définies par
φ(f)(x) = f

(
π
2 − x

)
et ψ(f)(x) = f ′(x).

a. Montrer que φ et ψ sont des endomorphismes de E.
b. Comparer φ ◦ ψ et ψ ◦ φ.

2 - 5 Ⓢ ⋆ Dérivation

Soit E l’espace vectoriel des polynômes à coefficients
complexes de degré inférieur (ou égal) à n.
a. Montrer que les applications d et u définies par

d(P ) = P ′ et u(P ) = P − P ′ sont des endomor-
phismes de E.

b. Montrer que u est inversible et exprimer u−1 au
moyen de d.

2 - 6 Ⓢ ⋆ Composition et noyau

Pour u ∈ L (E,F ) et v ∈ L (F,G), montrer
dim(Ker(v ◦ u)) ≤ dim(Ker(u)) + dim(Ker(v)).

2 - 7 Ⓢ ⋆ Composition et rang

Pour u et v dans End(E), montrer dim(E) + rg(v ◦
u) ≥ rg(v) + rg(u).

2 - 8 Ⓢ ⋆ Image réciproque

Soit u ∈ L (E,F ) avec E de dimension finie. Soit H
un sous-espace vectoriel de F . Établir dim

(
u−1(H)

)
=

dimE − rg(u) + dim (H ∩ Im(u)).

2 - 9 Ⓢ ⋆ Valeurs absolues

Soit (ai)i∈I une famille de réels deux à deux distincts
et (fi)i∈I la famille de fonctions de C(R,R) définie par
fi : x → |x− ai|. Cette famille est-elle libre ?

2 - 10 ⋆⋆ Endomorphismes de carré nul

Pour E de dimension inférieure à 3, donner tous les
u dans End(E) tels que u ◦ u = 0.

2 - 11 Ⓢ ⋆⋆ Supplémentarité de l’image et du
noyau

Soit u dans End(E), avec E de dimension finie.
Montrer que les quatre propriétés suivantes sont équi-
valentes :

1. E = Im(u) + Ker(u) (c) Im(u ◦ u) = Im(u)
2. E = Im(u) ⊕ Ker(u) (d) Ker(u ◦ u) = Ker(u).

2 - 12 ⋆⋆ Corps des complexes

On se place dans l’espace vectoriel E des matrices
2 × 2 à coefficients réels, i.e. E = M2(R).
a. Soit A = ( a bc d ) dans E, calculer A2 et montrer qu’il

existe des réels α et β tels que A2 = αA+ βI2.
b. Dans quel cas ces coefficients α et β ne sont pas

uniques ?
c. On note F le sous-espace vectoriel engendré par A

et I2. Quelle est sa dimension ?
d. Montrer que si B appartient à F et est inversible,

son inverse appartient à F .
e. Déterminer quand F admet une structure de corps.
f. Lorsque a = d = 0 et b = −c = 1, montrer que ce

corps est isomorphe au corps des complexes.
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2 - 13 Ⓢ ⋆⋆ Centre ♥

Soit E un K-espace vectoriel de dimension su-
périeure à 2 et A partie de L (E). On appelle
commutant de A l’ensemble donné par c(A) =
{u ∈ L (E) | ∀a ∈ A , [a, u] = 0} et centre de L (E) le
commutant de L (E).
a. Montrer que le centre de L (E) est constitué des ho-

mothéties de E.
b. On suppose E euclidien. Déterminer le commutant

de O(E).
c. On suppose de plus E orienté. Déterminer le com-

mutant de SO(E).

2 - 14 Ⓢ X 2003 ⋆⋆ Endomorphisme nilpotent

Soit f ∈ L (E). Montrer qu’on a f2 = 0 si et seule-
ment si ∃(g, h) ∈ L (E)2, f = g ◦ h et h ◦ g = 0.

2 - 15 Ⓢ ⋆⋆ Formule de Grassmann

Soit E et F deux sous-espaces vectoriels d’un même
espace vectoriel de dimension finie. On écrit la suite
d’applications linéaires

{0} −→ E ∩ F −→ E × F −→ E + F −→ {0}

donnée respectivement par l’application nulle, x 7→
(x,−x), (x, y) 7→ x + y et l’application nulle. On note
(uk)0≤k≤3 ces applications et (Ek)0≤k≤4 les espaces vec-
toriels considérés.

En utilisant le théorème du rang, montrer
3∑
k=1

(−1)k+1 dim(Ek) = 0 et en déduire la formule de

Grassmann.
2 - 16 Ⓢ ⋆⋆ Images et noyaux itérés ♥♥

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie d,
avec d > 0 et u dans L (E).
a. Montrer que la suite (Im(un))n∈N est décroissante

stationnaire. On définit alors

p = min
{
k ∈ N

 Im(uk+1) = Im(uk)
}
.

b. Que dire de la suite (Ker(un))n∈N ?
c. Montrer p = min

{
k ∈ N

Ker(uk+1) = Ker(uk)
}

.
d. Montrer que, pour n ≥ p, on a E = Im(un) ⊕

Ker(un).

2 - 17 Ⓢ ⋆⋆ Supplémentaire commun

Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Mon-
trer que deux sous-espaces vectoriels de E de même di-
mension admettent un supplémentaire commun.

Indication : On pourra procéder par récurrence.

2 - 18 ⋆⋆⋆ Exponentielle et logarithme

Toutes les matrices considérées sont carrées d’ordre
n et à coefficients complexes. On dit qu’une matrice A
est nilpotente s’il existe un entier r ≥ 1 tel que Ar = 0,
et unipotente si la matrice In −A est nilpotente.

a. Lorsque N est nilpotente, on pose exp(N) = In +
N

1! +N2

2! +· · ·+Nr

r! +· · · . Vérifier que
(

0 a c
0 0 b
0 0 0

)
est nil-

potente (ici a, b et c sont des scalaires quelconques)
et calculer son exponentielle.

b. A quelle condition N et N ′, nilpotentes de la forme
précédente, commutent-elles (i.e.NN ′ = N ′N) ? Vé-
rifier qu’alors log(NN ′) = log(N) + log(N ′).

c. Lorsque U est unipotente, on pose log(U) =

−In − U

1 − (In − U)2

2 − · · · − (In − U)r
r

+ · · · . Véri-

fier que
(

1 x z
0 1 y
0 0 1

)
est unipotente (ici x, y et z sont des

scalaires quelconques) et calculer son logarithme.
d. A quelle condition U et U ′, unipotentes de

la forme précédente, commutent-elles ? Vérifier
qu’alors exp(U + U ′) = exp(U) exp(U ′).

e. Montrer qu’on a exp(log(U)) = U et log(exp(N)) =
N .

2 - 19 Ⓢ ⋆⋆⋆ Espace quotient ♠

Soit F un sous-espace vectoriel de E espace vecto-
riel de dimension quelconque. On munit E de la relation
d’équivalence R définie par xRy ⇔ x− y ∈ F .

a. On munit l’ensemble quotient, noté E/F , des « lois
quotients » définies par

x+ y = x+ y et λ.x = λ.x .

Montrer que E/F admet alors une structure d’es-
pace vectoriel et que la projection canonique π de E
dans E/F est une application linéaire surjective.

b. Montrer que, si F est de codimension finie, alors
codim(F ) = dim(E/F ).

Géométrie euclidienne

2 - 20 Ⓢ ⋆ Projection sur un plan

Soit E = R3 et φ l’application de E2 dans R donnée
par

φ(u, u′) = xx′ + xy′ + x′y + 2yy′ + 2yz′ + 2y′z + 5zz′

où u = (x, y, z) et u′ = (x′, y′, z′).

a. Montrer qu’on a φ(u, u) = (x+ y)2 + (y+ 2z)2 + z2.
b. Montrer que φ est un produit scalaire.

On munit dorénavant E de ce produit scalaire.
c. Soit P le plan d’équation z = 0. Trouver une base

orthonormée de P dont les deux premiers vecteurs
de base sont dans P .

d. Quelle est la matrice dans la base canonique de la
projection orthogonale sur P ?
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2 - 21 Ⓢ ⋆ Projection sur un hyperplan

On munit R4 de sa structure euclidienne canonique.
Soit H l’hyperplan d’équation x + y + z + t = 0 et p la
projection orthogonale sur H.
a. Pour u dans R4, calculer ∥u− p(u)∥.
b. Quelle est la matrice de p dans la base canonique de

R4 ?

2 - 22 Ⓢ ⋆ Symétrie hyperplane

On munit R4 de sa structure euclidienne canonique.
Soit H le sous-espace de R4 engendré par les trois vec-
teurs donnés par u1 = (1, 1, 0, 1), u2 = (−2, 0, 1, 1) et
u3 = (0, 1, 0, 1).
a. Montrer que H est un hyperplan et en donner un

équation.
b. Trouver un vecteur unitaire dans H⊥.
c. Quelle est la matrice de la symétrie orthogonale par

rapport à H dans la base canonique de R4 ?

2 - 23 Ⓢ ⋆ Projection sur un plan

On munit R4 de sa structure euclidienne cano-
nique et on se donne les vecteurs (ui)1≤i≤4 donnés par
u1 = (1,−3, 0, 2), u2 = (3,−3,−2, 1), u3 = (1, 0, 1, 0) et
u4 = (0, 0, 0, 1).
a. Montrer que (u1, u2, u3, u4) est une base de R4.
b. Orthonormaliser cette base selon le procédé de

Gram-Schmidt.
c. Quelle est la matrice dans la base canonique de la

projection orthogonale sur le plan de R4 d’équations
x− 3y + 2t = 3x− 3y − 2z + t = 0 ?

Projecteurs

2 - 24 Ⓢ ⋆ Somme de deux projecteurs

Soit p et q deux projecteurs de E, de dimension fi-
nie, tels que p + q soit aussi un projecteur. Démontrer
Im(p+q) = Im(p)⊕Im(q) et Ker(p+q) = Ker(p)∩Ker(q).
Que valent p ◦ q et q ◦ p ?

2 - 25 Ⓢ ⋆⋆ Projecteurs

Soit p et q deux projecteurs de E, de dimension finie,
tels que p ◦ q = 0. Montrer que p+ q − q ◦ p est un pro-
jecteur et en déterminer l’image et le noyau. On pourra
introduire p′ = q(IdE − p).

2 - 26 Ⓢ ⋆⋆ Théorème du rang et factorisation

Soit f ∈ L (E) avec E de dimension finie.
a. Montrer qu’il existe un projecteur p et un automor-

phisme u tels que f = u ◦ p.
b. Montrer qu’il existe un projecteur q et un automor-

phisme v tels que f = q ◦ v.
c. Ces propositions sont-elles encore vraies si E n’est

plus de dimension finie ?

2 - 27 Ⓢ ⋆⋆ Caractères

Soit G un sous-groupe fini de GL(E), avec E un es-
pace vectoriel de dimension finie sur K. On suppose K
de caractéristique nulle et

∑
g∈G

tr(g) = 0. Montrer que∑
g∈G

g est nul.

Indication : On pourra montrer que c’est presque un
projecteur.

2 - 28 Ⓢ ⋆⋆⋆ Somme de projecteurs ♥

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et

p1, . . . , pn des projecteurs de E. Établir que
n∑
i=1

pi

est un projecteur si et seulement si ∀(i, j) ∈ J1;nK2,
pi ◦ pj = δi,jpi.

2 - 29 Ⓢ ⋆⋆⋆ Endomorphismes unipotents

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie et
u dans L (E) tel que uq = IdE pour un certain entier
naturel non nul q. Montrer

dim(Ker(u− IdE)) = 1
q

q∑
k=1

tr(uk)

.

Matrices et applications linéaires

2 - 30 Ⓢ ⋆ Commutant

Soit (ai)1≤i≤n des scalaires tous distincts et A =
diag(ai). Trouver toutes les matrices M dans Mn(K)
telles qu’il existe P dans Mn(K) vérifiant M = [A,P ] =
AP − PA. On pourra introduire l’application linéaire
donnée par φ(P ) = [A,P ].

2 - 31 Ⓢ ⋆⋆ Endomorphisme de trace nulle ♥

Soit u un endomorphisme non nul de E, espace vec-
toriel de dimension finie n, et de trace nulle. Montrer
qu’il existe une base de E sur laquelle la matrice de u
est de diagonale nulle. On pourra remarquer que si u
n’est pas nul, on dispose de x dans E tel que (x, u(x))
forme une famille libre.

2 - 32 Ⓢ ⋆⋆ Décomposition de Choleski

Caractériser les matrices M de M2(R) telles qu’il
existe quatre réels a, b, x et y vérifiant

M = T (y)TD(a, b)T (x)

avec D(a, b) = diag(a, b) et T (x) la matrice

(
1 x

0 1

)
.

Que dire si on impose de plus M ∈ GL2(R) ? x = y ?
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Rang d’une matrice

2 - 33 Ⓢ ⋆ Rang

Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n définie par ai,j = 1 + δi,jαi
avec (α1, . . . , αn) ∈ Kn. Déterminer le rang de A.

2 - 34 Ⓢ ⋆ Matrices nilpotentes

Déterminer toutes les matrices de M3(K) qui véri-
fient M2 = 0.

2 - 35 Ⓢ ⋆ Caractérisation du rang ♥

Soit A dans Mn,p(K), non nulle. Montrer que
A est de rang r si et seulement s’il existe une fa-
mille (X1, . . . , Xr) libre dans Mn,1(K) et une fa-
mille (Y1, · · · , Yr) libre dans Mp,1(K) telles que A =
r∑
k=1

XkY
T
k .

2 - 36 Ⓢ C 2018 ⋆⋆ Rang 1

Soit M dans Mn(R). Trouver le rang de la comatrice
de M .

2 - 37 Ⓢ ⋆⋆ Comatrice

Soit A dans Mn(K). Calculer com(com(A)).

2 - 38 Ⓢ ⋆⋆ Inversibilité †

Soit f une application non constante de Mn(K) dans
K qui vérifie f(0) = 0 et, pour X et Y dans Mn(K),
f(XY ) = f(X)f(Y ). Établir l’équivalence :

X inversible ⇐⇒ f(X) ̸= 0.

2 - 39 Ⓢ ⋆⋆ Théorème de Hadamard ♥

Soit A une matrice de Mn(C) à diagonale domi-
nante, i.e. pour tout i dans J1;nK,

|aii| >
∑
j ̸=i

|aij | ;

montrer que A est inversible.

2 - 40 Ⓢ X 2013 ⋆⋆⋆ Ker(A2)

Soit A une matrice complexe, non inversible.

a. Montrer dim(Ker(A2)) ≤ 2 dim(Ker(A)).
b. Montrer que ces propositions sont équivalentes :

a. dim(Ker(A2)) = 2 dim(Ker(A))
b. Ker(A) ⊂ Im(A)
c. A(Ker(A2)) = ker(A)

d. rg

((
A Id
0 A

))
= rg

((
A 0
0 A

))
.

Calcul de l’inverse

2 - 41 Ⓢ ⋆ Inverse

Soit A = (ai,j)1≤i,j≤n définie par ai,j = δi,ja +
δi,n+1−jb avec (a, b) ∈ K2.

À quelle condition nécessaire et suffisante A est-elle
inversible ? Calculer alors son inverse.

2 - 42 Ⓢ ⋆ Inverse

Déterminer l’inverse de
1 1 1 1
1 1 + a 1 1
1 1 1 + b 1
1 1 1 1 + c


s’il existe, avec a, b et c dans K.

2 - 43 Ⓢ ⋆⋆ Primitives

Soit α un réel non nul. On poseM =

α −1 0
1 α 0
0 0 α

.

a. Expliciter M−1 et M−2.
b. La fonction φα donnée sur R par

φα(x) = eαx(a sin(x) + b cos(x) + c)

admet une primitive de la forme Φα donnée par

Φα(x) = eαx(A sin(x) +B cos(x) + C) .

Vérifier

AB
C

 = M−1

ab
c

.

c. On suppose ici α > 0. En déduire l’existence d’une
primitive de x 7→ xφα(x) qui admet une limite nulle
en −∞ et montrer qu’on peut la mettre sous la forme

x 7→ eαx
(
(xA−A′) sin(x)+

(xB −B′) cos(x) + xC − C′)
puis exprimer A′, B′ et C′ à l’aide de a, b, c et M−2.

Déterminants

2 - 44 Ⓢ ⋆ Rang 1

Soit A dans Mn(K) de rang 1. Montrer

det(In +A) = 1 + tr(A) .

2 - 45 Ⓢ ⋆⋆ Trace de la comatrice

Soit M et H dans Mn(C). Montrer
limλ→0

det(M + λH) − det(M)
λ

= tr(com(M)TH).
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En déduire une expression du coefficient de degré 1
du polynôme caractéristique de M .

2 - 46 Ⓢ ⋆⋆ Conjugaison stable ♥

Soit A et B deux matrices de Mn(R) semblables
dans Mn(C). Montrer qu’elles sont semblables dans
Mn(R).

2 - 47 Ⓢ ⋆⋆ Déterminants positifs †

Soit A et B dans Mn(R). Montrer det
(
A2 + In

)
≥ 0

et, si A et B commutent, det(A2 +B2) ≥ 0.

2 - 48 Ⓢ C 1993 ⋆⋆

Soit A et B deux éléments de Mn(K). On définit φ
dans End (Mn(K)) par φ(X) = AXB. Calculer det(φ).

2 - 49 Ⓢ Lyon 1993 ⋆⋆⋆ Comatrice

Soit A et B dans Mn(R). On note com(A) la co-
matrice de A. Montrer com(AB) = com(A) com(B). On
pourra considérer com((A+ xIn)(B + xIn)) − com(A+
xIn) com(B + xIn) afin de traiter le cas non inversible.
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