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Histerigue

Dansiles annees) 1970, plusieurs|scientifigues seisont
interesselallalstite dlte logistigue, guilest une suite
récurrente associée alla fonction £ x—rmx(1-x), ol -
est un parametre:

Cette suite est un modeleisimplific delpopulation. En
effiet, pollr X petit, c¢est'a direiune poplation faible)
lal croissance est exponentielle. Pour x plus grand, Ia
population estpliis IMportante pouriun meéme €space
et une méme nourriture, elle aura denc tendance a
décroitre:

Le biologiste Robert May a| etudi€ cette suite en
1976, tandis gue le physicien Feigenbaum (en

1975) et les mathématiciens James A. Yorke (en
1975)) et A.N. Sarkowski (en'1964)  trouverent
c?agun de leur coté des propriétés applicables a cette
etude

Interprétation

Clest dansile;domaine de la démographie gue Ifon
rencontre pour laipremiere fois lai fonction logistigue 7:
a llerigine il s'agit d’'un medele d’évolution diune
population naturelle (d'oli le nomi de logistique), propose
par le mathématicien' belge Pierre-Francois Verhulst
vers 1840,

Ses idees de base:
= |'effectif N deila population nepeut dépasser un maximumi N,
et N -N s'interprete comme la « place libre » dans e miliey
= |'accroissement naturel est alors proportiennel aila place libre: .
En normalisant par x=N/N, et r=kN.,, on obtient dx/dt = £(x)

Continu vs discret

Lorsgu’on reésout cette éguation différentielle, on
trouve que x — 1 pour t — +oo : I’effiectifi se stabilise
a N, guilest donciune sorte deffectif optimal

Par contre lorsgue I'on Utilise 7 dans uni modele
discret du type x..; = f£(x.), alors on| voit
apparaitre toute une dynamigue inattendue. Mitchell
Feigenbaum),, grace aune calculatrice, vers 1970,
decouvre, l'apparitioni du chaos! dans el systeme
dynamigue.

Le modele discret se révele donc étre plus, riche gue
le modele continu, et aussi plus realiste: les
biclogistes observent souvent chez lesianimaux
dlimportantes variations d’effectifs d'une année sur
I'autre.

Etude analytigue

On selimite ail'étude deila suite pours A compris
entre 0 et 4, de sorte que laisuite prenne ses
valeurs entre Olet 1.

Unhe orbite de 7est I'ensemble £x, fi(x), f{{i0)))
(GG, -3 des valeurs enx des itérées de £
Un cycle d’ordre piest une;orbite de cardinal .
On dit guiun cycle est attractifilorsgue les
valeurs d'adhérence de!ilalsuite sont formees de
ce cycle. On a alors lim,, ., X, =Yk POUr UN
certain cycle d'ordre p {yy, Y5, -+ Ypl-

Un peul de, théorie

Les limites possibles| sont les points fixes de f, alsavoir 0

et 1-1/r.

Sil prest un' point fixe de f;, onrdit quiil est

= attractif'si 0<|F(p)|<1; la convergence est géométrique
IX:-p| ~ K| ~(p)|"

répulsif'sil | #(p)|>1; la convergence n'a lieu gue sil p est dans

I'orbite deix;.

guasi-stable si | £{p)|=1; la convergence est lente
IXn_pl 7 K/n
= hyper-stable sil 7(p)=0; la convergence est: trés rapide,
[x.-p| ~ K 62", avec 6<]0,1[.
Remarque : la convergence n'est pas assuree; les
cI|U|valents Frecedents ne sont valides gue sifon sait par
leurs que:lal suite converge vers p:




Convergence vers 0

e [0,1] : la suite (x,) est minorée,
deécroissante.

L'e seul point fixe de 7 dans I est 0), d'oultne
convergence vers 0.

re[0,1[:ona f(0)=r <1 etdoncO est
attractif.

r = 1 cette fois-cil 0l est guasi-stable: Par:
consequent (%) COnNVErge Encore  Vers: 0, mais
de facon «lente> = %, ~ 1/n.

Convergence, vers, 1-1/r

Ii/e 11,3[ : il 'y’ a deux points fixes, 0 et A(i) = 1-
r.

0 est répulsif car /(0) = r, et (x,) ne converge
vers 0 guer pour X, dans les antecedents de 0.
)Y est attractif puisque 7)) = 2-1.
r=2:o0na 7 (M2)) = 0etdonci(2) = 1/2 est
hyperstable: Onfpeut meme expliciter

Xy = (1-(1-2%)*")/2
r= 3:\(3) = 2/3 est guasi-stable. (xng
converge, maisilentement: X, -2/3f ~ £ (=1)1/(3n)

Remargue

Lorsgue 1<r<3; la suite est converdente car elle
ne possede pas de 2-cycle.

Pour >3, onl voit apparaitie Unl 2-cycle : pour
cela ilfsuffitid’étudier Ies points fixeside litérée
de 7 (- L-x (=)
Il faut pour: cela résoudre
X1 (1-rx(1-X)) =
Soit
XOEA(M))) Crax2+r(r 4 1)x+1+1)=0

Doublement deila période

r e 13, 1+6[ : les points fixes 0 et 7.(r) sont
repulsits. Par contre, onia un cycle attracteur
diordre 2 : (r+1i\/{(r+1)(r-3)}¥/2r.

De plus r = 1+1\5 est hyperstable.

II'y'a eul pour r =1 3fune bifurcation vers un

cyclelde période double’: on|parle de
oublement de période.

Aprés : on observenumeriquement l'apparition

d'unicycleid’ordre 4, im[)ossible a expliciter. [Les

points de ce cycle sont les racineside 7 #0)-x qui

ne sont pas racines de 72(x)-x, d'ouiune
equation de degre 12.

Diagramme de; Feigenbaum

On obtient Ia
figure; al partit
des résultats
précedents en
placantr en
abscisse et les
valeurs
d’adheérence de
(x,) en
ordoennee.




Calculs par ordinateur

Lerdinateur premnd aloxs Ierrelais;: poulr
estimer les valeurs dladhérence (ou au
moins celles gui sont « attractives »), on
calcule lesi 200 premieres valeurs de la
suite, et pour ne garder gue le
comportement a long terme, onin'affiche
due; disons, de Xy @ X50-

\/ers le chaos

Aprés = 146, on observe dans un premier. temps une

repgtition dul phénomene de bifurcation. On parle alors

de cascade|de doublements de période: Et a chagque

fois le meme processus.

= Apres la n-ieme bifurcation, on a un cycle attractif d’erdre k=27,
et (/%) vaut 1 sur ce cycle

= Puis lorsque r croit encore, on passe par un cycle hyperstable,
dont 1/2 fait partie

= Enfin lorsquela dérivée arrive a -1, on a une nouvelle
bifurcation.
L2 distance entreldeux bifurcations decroit trés vite (en
fait le quotient des distances successives tend vers la
constante de Feigenbaumidi= 4.66920...).

L -
L.e chaos e chaos mathematique
Aprés i = 3.568..., les bifurcations laissent place Une fonction 7est dite chaotique sur I si
au chaos : il n’y a plus convergence vers un =) fe=t fppclodiglienent NS
¢ : 9 s f est sensible aux conditions;initiales
CyCIer eF graphlquement les p0|r]ts_ X100 @ X500 = les points périodigues de fi sont denses dansI.
« remplissent » les, intervallesioulils sont Avec:
concentrés, = fest topologiquement transitive si quels que soient les
. £ vl ouverts U et V. de I, il existe k tel gue £X(U) AV : les itérés se
On remargue aussildes) « fenetres > au milieu « promenent » dans,tout llintervalle I.
o 1 s fprésente une sensibilité aux conditions initiales s/l existe
du_chaos, ou I'on'a de n_ouveau convergAence. 5>0 tel guel Vixel, Ve>0, 3ye lx-¢,x+¢[, an, | Fi()-F(y)|=5.
VoIt parr exemple lai partier4: 1 st la fenetre Deux points proches, peuvent donc s’éloigner lors de l'itération

correspondant ar= 1+\/8. par £ i.e. les calculs approchés perdent toute valeur.




Le chaoes pour r=4

Pour =4, on peut relier 7d liapplication g:i6/— 261 du
clercle unite. Pesons| pour celarh(0) = (1-cos)/2. On a
alors:

I n‘est pasiune conjigaisen), car il lur mangue
I'injectivite; mais cest une sorteide « semi-
conjugaison|», duifgarde des proprietes, interessantes.
On prouve gue g est chaotigue, puis on transpose Vers /£
Par'exemple si'U'et V' sont deux ouverts de; I, on peut
choisir deux ouverts U et V" du cercle dont les images
par h sont Ulet V.

Et.comme il existe k tel que

alors

Compléments théorigues

Sil £ne possede pas de 2-cycle) lalsuite
récurrente est convergente.

(Sarkowski) Aulcontraire; si elle; possede un 3=
cycle; elle en possede; de tous, ordres.

(Fatou) Sit Iaj suite poessede unicycle attractif la
suite itérée a partir de llextremum de fprend,
finalement, sesiValeurs dans ce cycle.

Dans)le cas/ fi(x)=mx(1-x), cela revient al prendre
X0=1/2.

Remardue

Six,=x(t,)ett=t,,t, avec
X'=f(x)
Ceci conduit ai l'approximation
Xne1 = X, + tdx/dt = X, +t £(X,).
On! itere encore un trinome du 2nd degré

et |ajconjligaison; topelegigue; neus assure
guren’aura une dynamique similaire.




