Modélisation a |’ aide des diagrammes de Voronoi :
Réseau téléphonique, et autres applications

Sylvine Auclair-Semere
Martine Jacquin
Etienne Lakritz

Anne-Marie Sanchez



Sommaire

AVETISMENT AU IEAOUT ... e e e e e e e e e e e e e e e e e e aaaaes 3
Introduction : Modélisation et réseau detéléphonie mobile............ccceeeeeeeiiiiiiiiiiiccc, 4
Chapitre 1- Une activité, en clas® de 5™ 0U A 4% ™ .........oeeeieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeee e, 5

Chapitre 2. Diagramme de Voronoi de n points. Le diagramme mmme objet mathématique.

Q) DEFINILION AU AiagramIMe.... ...t r e e e e eeaaaeaeaaaaaaesesannnnnne 9
b) Propriétés immédiates du diagramme de VOroNOT ...........eceeeieeieeeeeeeceeeeeeeetr e e e 10

C) Le diagramme GOMME G a B, ... .. e e e e e e e eeee ettt e e e e e e e e e e e e e e e e eeaebaaa e e e e e e e e eaeeeees 11
d) Triangulation de DElAUNAY ............ciiiiiiiiie e e e e e e e e e e e aeeeees 12
€) Un petit MOt SUr 1€SalgOrthmES .........uuueiiii s 13
f) Généralisations: choix d espaces, de distances, e SItES........ccceeevvvivivveiiiiiiceeee e 15
Chapitre 3 - Problemes, et apliCatiONS. .........uuuurriiiiiiiiiiiiiieeee e e e e e e e e e e e s e eeeeeaaeeeas 17
Chapitre 4. Bilan : notre démarche d les difficultés renContrées............ouvvvvvveciiiiiiieeeeeeeennn. 20
Annexe 1: article accompagnant I'activité du chapitre L.........ccevvvvviiieeeieeeiiiicccciiee 21
Annexe 2 : schémas accompagnant les alternatives a |’ activité du chapitre1 ..................... 23
Bibli OWEDOGAPNIE. ... e a e e e e aaeraaa 24



Avertissement au lecteur

Le texte qui suit présente notre démarche de découverte d’ un bel outil de
modélisation : les diagrammes de Vorondi.

A partir dela brochure d une exasition, nows construisons un probleme simplifi €
abardabe au coll ége, ill ustrant la guestion du pus grandcercle vide dans une partie bornée
du dan. Nous présentons ensuite sucdnctement quelques propriétés du diagramne de
Vorondi, certaines de ses généralisations, et quelques unes de ses apgi cations.

Il ne s agit en awcun cas d’ untraité sur les diagramnes de Vorond, mais d’ une
simple porte ouverte sur un beau theme qui mérite d' ére mnnude nos collégues et dort
certains aspeds geométriques peuvent étre utili sables dars |’ enseignement secondare. |l ne
faut voir ici gu' une invitation achercher.



Introduction : M odélisation et réseau de téléphonie mobile

Premier probléme que nous nous Kmmes posé: pou mettre en placeun réseau de
téléphorie mohile, comment couwrir la plus grande aire passhble avzec un minimum
d  antennes, sans perdre d’ espace @ en minimisant les recmuwvrements ?

Remarques préliminaires:
e L’idée et de réaliser un pavage de lazone mncernée
» Unepremiere gproche consiste a onsidérer les zones d'influence d’ antennes égales
et circulaires. C'est le probléme des cercles dans le plan: larépartition serait alors
hexagonale.

Contraintes:
En éudiant le probleme de fagon dus approfonde, ons apercoit qu'il est ill usoire de
chercher a aéea apriori un modéle théorique qu'il suffirait ensuite d’installer sur place.
En effet, uncertain nambre de contraintes existent :
* Lerdief : il est préférable dinstaller une antenne au sommet d’ une @lli ne plutdt que
dansunrevallée
« Larédité géographique et I’ urbanisation : existencede foréts, delacs, de mnstructions
qui sont autant d’ endroits ou on re peut pas implanter d’ antenne.
» Ladensité démographique € I'importance de la demande.
e Lesnuisances pour lesriverains (interdiction ce lesimplanter a proximité d’ une éole)
L’ emplacement d’un certain nambre d' antennes est dornc de fait quasiment déterminé par
avance.

Nouveau probleme:

Un cetain nanbre d' antennes existent et sont situées a des endroits clefs.
e Fautil enrgouter ?
* Siou,oulesinstaler ?

Problemes smilaires

De fagon dus générale, on cherche dorc areprésenter lesrégions d’influence d un certain
nombre d emplacements. Le probléme précédent fait donc partie d’ un ensemble de problémes
VOISINnS :

« Entéléphoriefixe: il ne s agit plus d’antennes mais de mmmutateurs téléphonques.
Lorsgque la demande augmente on cherche agjouter un ou pusieurs commutateurs. Ou
les place ? C'est d'aill eurs ce probléme, sous forme simplifiée que nous avons choisi
de propcser ades éléves de @llege, en lien avec labrochure d’ une exposition de
I Unesco.

* «Restaurants» MacDonald's : il S agit de rechercher le meill eur endroit possble pou
ouwrir un noueau site : il faut se situer auss loin que possble des restaurants
existants.

* Implantation dune usined incinération : elle devra ére située aiss loin que passhle
des usines existantes.



Chapitre 1- Une activité, en clas® de 5°™ ou de 4°™

a.L’activité

Toutes |es compétences abordées dars cette activité font partie du programmne de 5°™.
Stivant le niveau cela classe, on pouralatraiter en 5™ ouen 4™, al’occasion duchagptre
sur les droites remarqualies par exanple.

Ledure d’un extrait del’article « Téléphoriefixe, liaisons fatales »
De « Aujourd hui » a « lathéorie des graphes. »
Voir texte en annexe.

Probléme:

Des points ot placé dans un dan, ou dutét dars une zone bornéedu dan, ici leredande
de la feuill e de paper. Chaaun représente un commutateur téléphorigue pouvant atteindre un
cetain nanbre d’ abomés. La demande auigmente dans la zone.

Ou ajouter un ou plusieurs commutateurs ?

On suppase que les zones d'influence sont circulaires, oncherche les centres des zones, les
plus grandes possbles, sans commutateurs al’ intérieur. Celarevient atrouver les centres
des plus grands cerdes vides entre ces points.

.Phase 1 : avec trois commutateurs
Par commodité, onsuppase lazoneinfinie pou le moment.
Soient troispoints A, B et C nonalignés, qu représentent trois commutateurs.

1. Tracer uncerclevide C, passant par le point A.
Remarque: il s'agit de véifier la compréhension de « cercle vide »
2. Tracer uncerclevide C, passant par lespoints A et B.

OU SErOUVE SON CENMIE 2 oottt et ettt e e et e e et et e e et e eaenen e eneen
..Remarque : préwir une aide pou certains.



3. En déplacant le centre sur cette droite, trouver le plus grand cercle vide possible C,.
Quel est ce cecle ? Ou se trouve son centre ?

Remarque : la zone est limitée ontraceles médiatrices des ssgments concernés jusgqu’ aux
frontieres dela zore.

4. Interméde : rappel sur les médiatrices
Direqu un pant M du dan est situé sur lamédiatriced’ un segment [AB], ¢’ est dire que M
est aégae distancedes points A et B.
On admet que lamédiatriced un segment [AB] partage le plan en deux demi-plans, I’'un
contenant A et |’ autre B de tell e sorte que tout point M du demi-plan contenant A est plus

proche de A que de B, et rédproquement.
5. Surlafigure de départ, place
e UnpdntMtel que: AM<BM e AM<CM
e UnpdntNtel que: CN<AN e CN<BN
e UnpdntPtel que: BP<AP et BP<CP
6. Colorier en rouge larégion ou peut setrouver le point M
en vert celle ou peut setrouver le paint N
en bleu cdle ou peut setrouver le paint P.
7. Repasser en rouge les trois demi-droites qui délimitent ces trois régions.
C'est lediagramme de Voronoi despointsA,B et C.

Retour au probleme posé
Le diagramme de VVoronoi nows indique ou dace le nouveau commutateur : sur le sommet O.

.Phase 2 : avec 4 commutateurs

Soient A, B, C et D 4 pantsdu dan, qu représentent 4 commutateurs.

x D



On peut suppcser ou nan la zone délimitéepar un cadre.
1. Tracer lescercles circonscrits aux triangles ABC, ABD, ACD et BCD.
Remarque : on é\vitera de tracer lestrianges pou ne pas surcharger lafigure.
2. Lesquels sont vides ? Nommer |, JK et L leurs centres.
Remarque : suivant la position des poaints, il peut y avoir de 1 a 4centres de cercles vides.
3. En uilisant laphase 1 et cequi précede, tracer le diagramme de Vorond des points A,
B,CetD.
4. Réponde ai probléme.

Ledure d'un extrait del’article « Téléphoriefixe: liaisons fatales»
De « plagons nows dans le calre » a « mon correspondant. »

Nouveau probléme

Nous restons dans le mntexte de lafigure de la phase 2.

L e diagramme de Voronoi nous permet de visualiser le réseau téléphonique, par
exemple sur leplan d'unevill g, et d’identifier les différentes zones de raccor dements.

On s'intéresse maintenant ala partie céblage : les commutateurs de deux régions voisines ont
reliés par céble. Un abonné se trouve dans la zone de raccordement du commutateur A. 1l veut
joindre un abonré qui se trouve dans la zone de raccordement de D.

Tracer les egments qui matériali sent les cébles.
Quels nt les diff érents chemins que peut suivre ce appel ?

Leréseau de cdles matérialiseici unautre pavage du dan, lié acelui de Vorond, nanme
triangulation ce Delaunay.

b. Alternative a |’ activité a-desaus.
Sur lafigure n®1, onconsidere un ensemble de sites (ou pants).
Sur lafigure n°2, le diagramme de Vorond de cé ensemble de sites a é&é construit.

On peut y faire vérifier un certain nanbre de propriétés :

- Seplace dansune cellule de Vorond (ou un pbygone), vérifier que les points de
cette cellule sont plus proches du centre de la célule (site) que de n’importe quel autre
centre.

- Vérifier qu uncété d’ une cdlule de Voronad (oud'un pdygone) est lamédiatricede
deux sites (ou centres).

- Vérifier qu'unsommet d une cédlule de Vorona (ou dun pdygone) est le cantred un
cercle passant par trois stes, dorc le centre d' un cercle drconscrit.



- Vérifier que ces cercles circonscrits ne contiennent aucun autre site.

Sur lafigure n°3, latriangulation de Delaunay de ce ensemble de sites a éé construite,
- Vérifier queles ssgments ont été obtenus en joignant deux sites (ou pants)
appartenant a des cdlules voisines.
- Vérifier queles cercles circonscrits aux triangles ont pour centres des ssmmets de
cdlulesde Vorondi, et qu un cercle ne @ntient aucun autre site (ou pants).

Ces quelques vérifications permettent une premiere gpproche des deux nations qui vort étre
dével oppées plus théoriquement :

Un dagramme de Voronoi d un ensemble de sites est une partition du pan.

Cette partition se mmpaosede:

Régions: I'ensemble des points du dan plus proches d' un site que de tous les autres
Cotés : I'ensemble des points du dan équidistants de deux sites

Sommets : |’ensemble des points du dan équidistants de trois stes.

Le diagramme de Delaunay dual est une partition se compaosant de :

Sommets : |I’ensemble des stes

Cotés : les egments joignant deux sites sils appartiennent a des polygones voisins
Régions: I'intérieur des triangles formeés par les cotés de Delaunay.



Chapitre 2. Diagramme de Voronoi de n points. L e diagramme mmme obj et
mathématique.

Geor gi Feodossvitch VORONOI est un mathématicien russe né en Ukraine aJouravka en
1868,mort aVarsovie en 1908.11 éudie al’ université de Saint Petersbourg jusqu en 1889;
puisil est nommé professeur al’ université de Varsovie dors sousladomination destsars.

Probléme:

Soit Sunensembleden pantsdu danE, n >3,

Il s agit de démpaser I’ espace @ régions autour de dnaque point p de S, telles que tous les
points dans larégion contenant p soient plus prés de p que de n'importe quel autre point de S.

Il s'agit dornc de s'intéresser aux médiatrices de points voisinsde S.

a) Définition du diagramme

* Lameédiatricedes pointsp et g sépare le plan en deux demi-plans; on nde D(p,q) le
demi-plan contenant p . D(p,)={M O E,d(p,M) <d(g,M)} , ot dreprésente la
distance eiclidienne.

» larégion (ou cdlule) de Vorona du
point p est

R(P) = (\D(p.) L
Ona dors ’ /\;

R(p) ={M OE,OqO0S,d(M, p) <d(M,q)}

* Lediagramme de VVoronoi est

D= [JR(p) n R(@)

p.atS

Lafrontiére mmmune adeux régions
de Vorona' s appell e une aréte de
Vorond. Il s'agit d'une portion ce la
meédiatricede deux pointsde S.

Les extrémités des arétes nt les
sommets de Vorond.




b) Propriétésimmédiates du diagramme de Voronoi

» Chaguerégion ce Voronoi est un pdygore onvexe.
Il S agit en effet de |’intersedion d ensembles convexes : des demi-plans.

* Lediagramme de Voronol de n pants partitionne dorc le plan en pdygones
convexes : chague paygone mntient exadement un pant de S et chaque point d’un
polygonre est plus prés de son pant central que de tout autre.

* Tout sommet de Vorona est de degré au moins 3 (plusdetrois s plusde 3 pants
voisins ont cocycliques).

B

» Pour chague sommet du dagramme de Vorondi, le cecle passant par les pointsde S
voisins de cesommet ne contient aucun autre point de S.

* Sionimagine des cercles dort le rayon augmente alaméme vitess, centrés aux
pointsde S, un pont x est atteint par un, ceux outrois cercles €lon quil est a
I"intérieur d’ une région, sur une aéte ouaun sommet de Vorond.

* Lescentresdes grands cercles vides ot alors les smmets du dagramme de Vorondi

Le diagramme de Voronoi définit donc bien ure partition du pan, chaque zone éant définie
comme I’ ensemble des paints les plus proches d’ un pdant donré.
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¢) Lediagramme comme graphe
Le diagramme de Voronoi est un graphe planaire:

Définition: ungraphe planaire est un gaphe qui peut étre dessné de sorte que les arétes ne se
croisent pas (s deux arétes & qoisent, ¢’ est a une extrémité de chaaune).
Cequi revient adire qu’ on associe achague sommet du graphe un pant du plan.

Les questions concernant ces graphes ont souvent de nature géométrique :
Une représentation dane du graphe découpe le plan en régions appel ées faces. Une seule
d’entre dlesn’est pas bornée laface extérieure, les autres ont une arefinie. Les arbres sont
les graphes planaires n’ ayant qu' une face
Propriété: soit G un graphe planaire mnnexe d’ ordre n ayant m arétes.
Si f est lenombre de faces, ona:
n+f=m+2
Cest laformuled’Euler .

On peut prouver en particulier apartir de cette formule le résultat suivant:

Propriété : Considérons un dagramme de Voronoi dort lesr points sont choisisau hasard: le
nombre moyen de dtés desrégionsde Vorond est inférieur a 6, et tend vers 6 quandr tend
vers + oo,

Preuve: A chagque sommet arrive a1 moins 3 arétes, et il y a2m arétes incidentes (on compte
chague aéte deux fois, ' est la somme des nombres de dtés des faces) donc 2m=3n .

En reportant danslarelation ntf = m+2 , on olient

2m=3m+6-3f dorc m<3f -6

Deplus, ona f =r +1(autant de faces que de sites + laface extérieure) donc m< 3r -3
dorc 2m<6r - 6.

En dvisant par le nombre derégionsr+1, onale nombre moyen d arétes par face

Et si I’onconsidére 2m= 3n, on oliient A = 6:—;1 qu tend vers 6 quandr tend vers + oo .

On définit alorsle:

Dual d'ungraphe planaire :

A un gaphe planaire, onascie un autre graphe, appelé dual du gremier de lamaniere
suivante: on chaoisit dans chaque face un pant ( ce seront les mmets du dwal ) et onjoint
deux de ces paints par un arc chaque fois que lesfaces qui |es contiennent ont une aéte
commune.

Ledua d'un dagranme de Delaunay est une nation fort utile, qu fait I’ objet du paragraphe
suivant :
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d) Triangulation de Delaunay

Boris Nikolaievitch Delaunay était un autre mathématicien russ, il est né en 1890et mort en
1980.Son nan a ééfrancise € il apubié destravaux en francais.
Il areprisletravail de Vorona, I’aformalisé @ éendu. Ses travaux sur latriangulation datent

des années 1930.

Soit Sunensemble den pants.

- Un pavage de Delaunay de S (Delaunay tessdll ation) est obtenu de lamaniére
suivante: deux pointsde S sont reliés par une arétes'ils nt dans desrégionsde

Voronoi ayant une aréte mmmune.

U

L7 3>

S

<>

- Onmontre que ced équivaut au critére suivant: deux points de S sort reliés Sil existe
un cercle mntenant ces deux points sur safrontiére @ aucun autre point de S sur sa

frontiére ou dans onintérieur.

On a dorsles résultats suivants :

- Onappelletriangulation ungraphe planaire auquel on re peut gouter d aréte sans
couper une aéte istante. Le pavage de Delaunay de S est unetriangulations'il 'y a

jamais 4 pants de S cocycliques.

- Sil nyajamais4 pantscocycliquesdans S, le dual du dagramme de Vorona est la

triangulation ce Delaunay de S.

Trois points de S donrent untriangle de Delaunay si leur cercle drconscrit ne cntient

aucun pant de S en sonintérieur.

Latriangulation de Delaunay est parmi toutes les triangulations de S celle qui

(a)

()

a) nonDelaunay b) Delaunay

maximise |'angle minimum de tous les triangles.

Voir encart page suivante
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€) Un petit mot sur lesalgorithmes

Les diagrammes de VVoronoi sont principalement déaits dans des ouvrages ou ks textes de
Géométrie dgorithmique (computational geometry).

Ony trouve par exemple des notations comme :

« lapuissance des diagrammes de Vorond repase sur ses propriétés dructurelles, I’ existence
d’ algorithmes efficaces, et leur capacité d’adagation »

Divers algorithmes existent dans |allitt érature, entre autres :

- I’algorithme incrémental: on construit le diagramme pou p pants apartir du
diagramme pou p-1 pants; plutét utili sé pour construire latriangulation de
Delaunay, de laquelle on d&duit e diagramme de Vorona

- I’algorithme « diviser pour régner » : on divise |’ ensemble des points en deux et on
construit |e diagramme de maniére récursive sur les deux sous-ensembles, il faut
ensuite pourvoir relier deux sous-diagrammes.

On montre que ces agorithmes ont en O(n log n) pou n pants.

Nous avons utili sé I” appli cation « Voroglide », disporible sur Internet (cf. webographie), qui
permet de créer des points dans le plan, visuali ser e diagrammes de Voronoi, latriangul ation
de Delaunay et I’ enveloppe @mnvexe de cet ensemble, maisauss de déplacer les paints, et de
visualiser la aonstruction de latriangulation selon le aitére du cercle vide.
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f) Généralisations: choix d’ espaces, de distances, de sites...

Les appli caions considérables des diagrammes de Vorond ont occasionné de nombreuses
généralisations que |’ ontrouve dans la litt érature :

- Dimension : Ladéfinition se généralise en dmension supérieure a2, en particulier
sans difficulté en dmension 3, oules régions de Vorond sont alors des polyedres
CONVEXES.,

- Distance: les diagrammes de puissance: ils nous concernent particuli erement ici,
puisgu'ils sappliquent aux problémes d' antennes de téléphorie mobil e.

Les diagrammes de Voronoi rendent compte des problémes gatiaux de zone
d’influence Dans le diagramme de base, chaque point de |’ ensemble S est d’ égale
influence Pour exprimer des stuationsou les stes ©nt d’influencediff érente - de poids
différent - , onchange de distance

On définit lesdiagrammes de puissance de Voronoi de la maniére suivante: on
aff ecte un pads w(m) (positif ici) a chague point mde S, et ladistanced’ un pant x du
plan au pant mde S est remplacée par Iapuissance\ p(x,m) =d(x,m)2- WZ\.

Interprétation geométrique :
Considérons le cecle de catre m et derayonw. Ladistanced’ (x,m) entre le point x
extérieur au cercle d le point de mntad d’ une tangente issue de x au cercle est |/ p(x,m).

(d'2 est lapuissance du point X par rappatt au cercle, naion dsparue des programmes
mais qui peut tout de méme érel’occasion d adivités en lycée).

Ce thoix de distance et une maniere de awnsidérer des stescirculaires et non
porctuels.

Remarque : lesrégions de Vorond de puissance sont encore des polygones. En effet la

« médiatrice générali sée » de deux pointsm et n', c'est —a-dire |’ ensemble des x tels que
p(x,m) = p(x,m'), ou d(x,m)2—w? = d(x,m")2—-w?2 est encore une droite, et une région

reste une intersedion de demi-plans.

Si I’onavait pris pou distance paint-cercle la plus court distance d(x,m) —w, lasituation

serait moins plaisante...

Exemple de diagramme Vorond + Delaunay de puissance.

- On peut encore généraliser e nombre de points de proximité : unerégion ce Vorona
d’ordrek est I’ ensemble des paints les plus proches de k pantsde S.

- Etgénéraliser les stesde S: onconsidére que leséémentsde S, les stes, ne sont
plus des points mais des ssgments, ou des polygones (c' est ce quel’on uilise par

15



exemple en robaique), ou des cercles (C est le ca des diagrammes de puissance). Que
sont alors, pou des stes palygoraux, les diagrammes de Vorond ?

On peut généraliser auss |’ espace: diagrammes ur une sphére (les médiatrices ont
des grands cercles), sur un core..

16



Chapitre 3 - Problemes, et applications.
a) Typesdequestions

Lesdiagrammes de Voronai et les triangul ations de Delaunay permettent de réponde, en
particulier de maniere dgorithmique, a de nombreux types de problemes :

* Probleme du dus proche voisin: étant donres n sites dans le plan, trouver le plus
proche d’un pant x donré. C’est le probléme des commutateurs, entre autres: il s’ agit
de repérer le commutateur dort une personne dépend, oularégion ce Voronoi a
laquell e gopartient un pant donre.
L’ agorithme consiste arepérer le point qui nous intéresse par rapport aux
coordonrees des noauds du dagramme de VVoronoi des n sites.

» Autre probleme de voisin le plus proche: trouver pour un pant d unensemble S, le
point de Sle plus proche : il fait partie des points dort larégion de Vorond aune aéte
commune avec cdle du point considéré. On peut ains trouver la paire de points la plus
proche dans un ensemble S.

* Probléme du dus grand cercle vide: ¢’ est notre problemeinitial : insérer un noueau
commutateur, ure nouwelle antenne al’ endroit e moins desservi par n sitesdgja
présents, ou un noueau restaurant d’ une dhaine, mais auss place un naveau site le
plusloin pasgble de n nusances: recherche du dus grand cercle ne @ntenant aucun
point del’ensemble: e centre est aun sommet de Vorond, ouaun sommet dela
frontiere, oual’intersection d une aéte ou celafrontiere.

* Probléme du dus petit cercle mntenant n pants. placenent d’ une usine pour ses
clients, de |’ émetteur le moins puissant pour atteindre n sites.

e Latriangulation de Delaunay permet de résoudre des problémes de chemins
minimaux, etc.

b) Exemplesd’applications

L’ ensemble des appli cations des diagrammes de Voronad' et de latriangulation ce
Delaunay est considérable: problémes de zones d’ influence, de distance entre objets (nous
avons vu des exemples d’ antennes tél éphoriques, commutateurs téléphorigues, nouwell es
install ations ou suppressons de restaurants, bureaux de poste ou hoptaux), de trgjedoire, de
formes...

Quelques exemples, par mi de nombreux autres:

* Géographie: Frontieére maritime:

Définition: en I’ absence d’ autres circonstances, « lafrontiere maritime est laligne médiane,
pou laquell e chaque paint est équidistant des points les plus proches des lignes de base a
partir desquelles est mesuréelalargeur des mers territoriales de dhague dat » (Convention ce

Geneve 1958, citéedans www.fig.net/publfig_2003/TS 20PP20_1 Cosquer_Hangouet.pd)
C'est prédsément la définition d un chemin dans un dagramme de Voronoi.
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* Déplacement d’un robot : comment unroba doit-il se déplace d’unpoint aunautre en se
situant ala plus grande distance posshbles d’ obstacles, représentés par des ssgments ou des
polygones ? Ladistance minimale du roba aux obstades a chaque instant doit é&re maximale;
en gos, cdaimplique que le roba suive des arétes (droites ou nor) du dagramme de Vorond
des obstades.

Exemple : obstades, trajedoire duroba, et diagramme de Vorond' des obstades.

Soucelnternet: labaratoire des s/stémes complexes, Evry, projet Armagra.

* |magerie médicale: Diagrammes ou triangulations ont également utili sés dans le domaine
del’imagerie médicde, ou lesdonrées nt souvent constituées par une série de wupes
paral ées. Apres avoir extrait dans chaque mupe les contoursdel’ objet aremnstruire, il est
possble de anstruire une triangulation de chaque tranche de cé objet comprise entre deux
coupes siccessves. Puis en traitant toutes les paires de mupes siccessves, on oltient une
représentation vdumique de |’ objet.

* Biologie: Croissancedes plantes: les diagrammes de VVorond, en particulier les
diagrammes de puissance, sont utili sés pour étudier la aoissanced’ un ensemble de plantes
dans un milieu. Chagque especeobéit a desrégles de aoissance propre, qui définit en
particulier le rappart entre |’ espace quell e peut occuper et le volume de laplante. Le
diagramme permet d’ étudier les posshilit és de développement d' une espéce dans un milieu,
et ses conséquences aur ce milieu.

Une arriosité pour finir :

* La grafe réticulée

De maniére donrante, les diagrammes de V oronoi apparaissent dans la nature, par exemple,
sur le ou dune girafe réticuléeou sur la carapace d’ une tortue.

Observons une girafe réticul ée:
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Soucelnternet : //solene.ledartecfreefr/Animaux/Reticuleehtm

On apumontrer que cemotif est eff ectivement de Vorona avec une gproximation
satisfaisante, et ontrouve une propasition d un modél e biologique qui rend compte de ce
phénomene, ou deux types de cdlules ont une vitesse de division dff érente, I’ un des deux
types de cdlules repoussant I’ autre selon un hénomene de «feu de prairie » qui construit un
diagramme de Vorona.

Soucepou la modélisation : //wwwinf.unisinas.br/~marcd ow/papers/gi98/cm.pdf
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Chapitre 4. Bilan : notre démarche € lesdifficultés rencontrées

Choix du sujet et doutes.
Nous avons hésité entre deux démarches :

* Partir d’une théorie mathématique cnnue, dumoins partiell ement, par exemple les
fradales et chercher une situation a modeéli ser gréce acette théorie.

» Partir d'une situation concrete amodéli ser sans savoir ni conreitre apriori de quelles
notions nous aurions besoin.

Nous avons finalement opté pou |a deuxieme démarche mal gré de nombreux doutes. En
effet, le sujet nous paraissait trés vaste, trop dfficile, nous manguons de documentation et
surtout de @nNreissances a cepropas.

A posteriori, il est intéressant de remarquer pour un formateur que :

Les professeurs ont habitués a parler de ce qu'ils conraissent.

Un cours traditionnel part de définitions pour al er vers les applicaions.
Il nows a éé difficile dans un premier temps de faire la démarche inverse.

Le probleme retenu : réseau detéléphone.
Ce probléme, tres sduisant, a de nombreux avantages :

» |l permet de réinvestir des notions géométriques smples : médiatrices et cercles, désla

cingueme.

o Attradif pou lesééves: letéléphorefait partie de leur quatidien.

*  Nombreuses appli cations, sans doue inattendues pou leséléves: MacDonad's .....
Redher che documentaire
En I’ absence de connaissances sur le sujet, nows avons eu reaurs exclusivement, dumoins
dans un premier temps, a Internet et rencontré des difficultés pour cerner notre probléme.

* Beaucoup ce documentation passble.

* Documents ouvent descriptifs et peu utili sables.

» Lesdéfinitions oot parfois contradictoires

e Denombreux documents ot destinés a des ledeurs conraissant le sujet.
* Enlisant en anglais ontrouve les bases...

e Ontrouve deremarquables d « applets », toutes faites et trés pratiques.

Nous avons alors eu besoin de beaucoup de temps pour nous approprier le sujet.
En nous appuyant sur le groupe, en définissant I article sur latéléphorie comme point de
départ et en dargissant larecherche aux documents en anglais, nows avons pu, en fin de
compte, construire un dosser qui nous €mblait cohérent.
L’ expérience peut nous aider :

* Entemps que professeur pour mieux guider des éléves dans une recherche.

* Entemps que formateur pour alerter et informer les gagiaires.

Pour conclure: cetravail fut de grand intérét, apres un démarrage laborieux. Nous avons

démuvert un ouil mathématique relativement récent, lié alathéorie des graphes, ayant des
applicaions considérables, variées et aduell es.
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Annexe 1. article acoompagnant I’ activité du chapitre 1
Tééphoniefixe: liaisonsfatales

Extrait delabrochure : « Pourqua les mathématiques ?, experiencing mathematics »
acompagnant une expositioninternationale rédisée a’initiative de I’ UNESCO présentée a
Parisen 2004.

Les mathématiques coupent les fils en quatre

Au début, le nombre d'abonnés est suffisamment restreint pour les
raccorder physiquement par des cébles les uns aux autres. Mais
pour chaque nouvel abonnég, Il faut installer des lignes vers tous
les autres. Cette approche est trés vite devenue impraticable.
La solution trouvée consiste 8 relier chaque abonné par une seule
ligne vers un centre de commutation od des opératrices, choisies
3 l'époque pour leur moralité au-dessus de tout soupgon,
établissaient les connexions, entre sbonnés d'un méme secteur,
ou entre I'abonné et l'opératrice du secteur dont dépend la
personne appelée. Les différents centraux sont reliés par des
cadbles, comme ils le sont aujourd’hui, d'asilleurs. Pour la petite
histoire, des concours d'efficacité étaient organisés pour améliorer
la qualité du service. Le record frdlait les 400 connexions par
heure, ce qui correspond 8 une communication toute les dix
secondes... Heureusement, ce métier bien répétitif n'existe plus!
Les étapes de connexion sont désormals automatiques, via des
commutateurs électroniques, mais grosso modo, le principe est
resté le méme.

Fig. 1 - Pavage de Voronor

[ ] ~Les commutateurs
e - Les abonnés
wemee |8 cBbles

- Les frontigres des zones
de raccordement
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Aujourd'hul, chaque fois que je passe un coup de fil, ma demande
est transmise par des cébles au commutateur téléphonique le plus
proche de mon domicile. Tous les commutateurs de la région
sont reliés entre eux et se passent |'information de proche
en proche jusqu'd arriver au commutateur le plus proche du
domicile de mon correspondant.

Ce dernier relais va « ordonner » 3 son téléphone de sonner.

Mais les opérateurs du téléphone sont confrontés & plusieurs
problémes. En premier lieu, un commutateur ne peut pas gérer un
trop grand nombre d'asppels simultanés et 1l est difficile de
déterminer le nombre de fils dans les cables interurbains reliant
les centres de commutation. La modéhisation mathématique du
réseau et le recours aux statistiques et aux prévisions du trafic
permettent sux opérateurs des télécommunications de mener
3 bien leur mission.. méme si, de temps & autre, une voix
suave martéle, par suite d'encombrements, nous ne pouvons
donner suite a votre appel !

Pour |3 construction du réseau, et |a détermination du nombre de
fils des cables, la priorité est donnée aux communications locales.
En effet, les abonnés communiquent surtout suvec des abonnés
proches géographiquement, puis avec des abonnés d'une autre
localité du méme pays. En dernier, viennent les communications
internationales. On appelle commutation de circuits le systéme qui
consiste a relier deux postes par un circuit composé de plusieurs
morceaux de fils. Et lors d'une conuersation, méme si vous restez
muet comme une carpe, vous mobilisez un circuit entier.
L'opérateur doit anticiper pour que ces circuits solent gérés de
fagon optimale et que le réseau dispose d'une géométrie variable,
pour affronter les besoins futurs. S'1l faut rajouter des
commutateurs, ol deura-t-il le faire, et en quel nombre?
Le domaine des mathématiques qui permet de construire un tel
réseau s'appelle Ia théorie des graphes. [cf. encadré]

Placons nous dans le cadre d'une ville puisque les communications
locales sont les plus nombreuses et considérons un modéle
réaliste de celle-ci, en l'occurrence, son plan. On choisit de
placer les commutateurs téléphoniques au hasard sur la carte!
En effet, s1 on suait préféré les disposer de maniére précise,
en respectant |a topologie préexistante des rues, on se
retrouverait devant un nombre si imposant de paramétres gu'on
ne pourrait plus faire sucun calcul sur le modéle obtenu.
Paradoxalement, en mathématiques, 1l est parfois plus simple



de faire des cslculs avec un ensemble de points répartis
aléatoirement, 3 condition de leur imposer globalement certaines
régles. Les régles qui suivent permettent de défimir le
« modele mathématique » du résesu sur lequel les opérateurs
du téléphone vont pouvoir uurer.

Ouelles sont-elles ? N'importe quel abonné est supposé pouvoir
téléphoner 3 n'importe quel autre, n'importe quand. Donc, quelle
que soit sa position dans Ia ville, un sbonné doit auoir autant de
chances de rencontrer un commutateur dans un rayon de 100
métres, par exemple. Lorsquil se proméne le long d'une rue,
le nombre moyen de commutateurs est proportionnel a la longueur
de la rue. Enfin, ce n'est pas parce qu'il habite tout prés d'un
commutateur que son ami 8 moins de chances d'en avoir un,
tout prés de chez lul.

Répartissons maintenant les utilisateurs de lignes. A un instant t,
on ne peut pas savair ol se trouve chaque personne qui
téléphone. On va donc les disposer, elles aussi, au hasard sur la
carte de la ville, en leur imposant les mémes conditions sur
I'aléatoire que pour les commutateurs. Mais on suppase, de plus,
que les positions des personnes sont indépendantes des positions
des commutateurs.

Fig 2~ Triangulation de Delsunay

~ Les commutateurs
- Le résesu de commutateurs

~ Les frontidres des zones
de raccordement
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La répartition précédente des commutsteurs et des abonnés
produit deux découpages géométriques du plan de la uille,
distincts, et réalise, en premiére approximation, le réseau
téléphonique de I'agglomération.

Ainsi, chaque commutateur dessert une zone précise de Ia uille,
ol chaque sbonné est plus proche de ce commutateur que de
n'importe quel sutre. Cette zone dite de raccordement est
déhimtée par les médistrices des segments reliant ce
commutateur @ chacun des autres. Chaque zone est donc associée
8 un polygone conuexe dont I'ensemble fournit un pavage du plan
de la ville, appelé mosaigue de Voronoi [Fig. 1).

Par ailleurs, si on relie tous les commutateurs voisins, le plan est
alors pavé par une autre mosaique dite triangulation de Delaunay
[Fig. 2). Lorsque je téléphone, mon appel est transmis au
commutateur qui gére la zone de raccordement dans laquelle je me
trouve. Les deux découpages précédents optimsent le chemin que
doit suivre mon appel avant d'arriver chez mon correspondant.
Les commutateurs communiquent le long des cébles représentés
par la mosaique de Delaunay jusqu'a ce que le message atteigne la
zone dans lagquelle se trouve mon correspondant.

Actuellement, des mathématiciens étudient des modéles de
graphes plus complexes, pour les besoins de la téléphonie mobile
entre autres, od psuages de Voronof et triangulation de Delaunay
varient de manigre aléstoire. Les mathématiques ne cessent
de jouer les Arisne pour que téléphoner soit simple comme un
coup de fil !



Annexe 2 : schémas accompagnant les alternatives al’activité du chapitre 1
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