


Les chemins
aleatoires

WENDELIN WERNER

Physiciens et mathématiciens progressent
conjointement dans I'étude des courbes planes

qui cheminent de facon hasardeuse.

Une conjecture de Benoit Mandelbrot a été élucidée.

‘estlelendemain de Noél. Le petit

Grégoire, assis au milieu de sa

chambre, contemple le cadeau

dont il révait depuis des mois :
un train électrique. La boite qui contient
les rails est énorme, elle lui arrive sous
le menton. Grégoire imagine sa chambre
envahie par la voie d'un chemin de fer
tortueux. Reproduire les grandes lignes
droites du TGV Paris-Lyonne l'intéresse
pas, il préfere les petites voies sinueuses
de montagne qui, lacet apres lacet, s’en-
foncent a travers les reliefs. Pour obte-
nir ces lacets, il laissera le hasard guider
le tracé dela voie ; celui-cine respectera
pas de plan élaboré a ’avance, mais se

1. MOUVEMENT BROWNIEN d’une particule dans un plan.
La région explorée par la particule, représentée en noir, est
une surface fermée qui contient des parties non explorées
(zones en gris). Avec G. Lawler et 0. Schramm, nous avons
démontré mathématiquement la conjecture formulée par
B. Mandelbrot : la frontiére de la surface (dessinée en vert)

constituera par exemple au gré des
courbes et des lignes droites piochées
auhasard dansla boite. Comme laboite
derailsne contientni aiguillage, ni pont,
lavoie de chemin de fer sera une longue
courbe sinueuse qui ne se coupe pas.
Grégoire se demande combien de tra-
cés différents sont possibles avec un
nombre donné derails. Sachambren’est
peut-étre méme pas suffisamment
grande pour contenir un tracé constitué
de tous lesrails. Il passe son regard d'un
mur a 'autre pour en estimer la taille.
Combien derails va-t-il pouvoir placer?

Sous des apparences ludiques, les
questions posées par Grégoire ont intri-

est un chemin auto-évitant de dimension fractale 4/3.

-
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guémathématiciens et physiciens depuis
quelque soixante ans et cachent certains
problémes encore ouverts aujourd’hui.

On nomme des chemins qui ne
repassent pas plusieurs fois par les
mémes points, des chemins auto-évi-
tants. La nature nous en donne de nom-
breux exemples : rivieres, contour de
continents... Dans cet article, nous
allons découvrir que certaines courbes
aléatoires tres irrégulieres, comme la
courbe verte dela figure 1, apparaissent
naturellement comme des longs che-
mins auto-évitants construits a la
maniere de Grégoire. Tout d’abord, reve-
nons un instant dans la chambre de
celui-ci et tentons de répondre a sa
premiere interrogation.

Le nombre de tracés

Combien Grégoire peut-il construire de
voies de chemin de fer différentes?
Autrement dit, combien existe-t-il de
chemins auto-évitants, tous constitués
de n pas, dont les géométries sont dif-
férentes? Considérons, parce que cela
nous simplifie la tache, que les uniques
rails disponibles sont des segments iden-
tiques. Cette construction engendre des
virages a angle droit, mais imaginons
que le train de Grégoire est capable de
s’en accommoder. Chaque nouveau rail
peut prendre au plus trois orientations:
les quatre directions Nord, Sud, Ouest
et Est, moins celle d’ou vient le tracé.
S’il est possible d’énumérer tous les
tracés différents de faible longueur, il
n’existe pas de formule explicite qui
donne le nombre de tracés en fonction
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den.Nous pouvons cependant démon-
trer (voir l'encadré ci-contre) que ce
nombre contient un terme qui se com-
porte al'infini comme y & la puissance .
u est compris entre 2 et 3, mais seules
des simulations numériques nous ren-
seignent sur sa valeur exacte : i est
approximativement égal a 2,638.

Comment ce résultat est-il modifié
si Grégoire échange les rails a angle
droit pour d’autres qui se rejoignent en
faisant entre eux un angle de 120
degrés? En pavant tout le plan avec
de tels segments, nous obtenons un
réseau hexagonal en «nid d’abeille».
Chaque nouveau segment est mainte-
nant placé non pas selon trois possibi-
lités, mais deux. Un raisonnement
similaire a celui du réseau carré
démontre l'existence d’une constante
 différente de . La valeur de p dépend
du type de rails utilisés.

Au début des années 1980, Bernard
Nienhuis, un physicien néerlandais, pré-
dit quelenombre de tracés auto-évitants
se comporte, outre le terme u" que
nous avons établi, comme une puissance
de n. Précisément, il approxima ce
nombre par y"n'/32 et donna la valeur
exacte de j/’ du réseau en nid d’abeille.
Nous avons montré que y est fonction
dutype derails utilisés, mais, al’'opposé,
il est prédit que I'exposant 11/32 reste
le méme quel que soit le réseau sur
lequel évolue le chemin auto-évitant.
Ce genre de résultat est important :
pour modéliser un phénomeéne, on
est parfois conduit a discrétiser l'es-
pace pour réduire le nombre de
variables a traiter. Or, la discrétisa-
tion d"un gaz ou d"un liquide est arbi-
traire : faut-il faire évoluer les atomes
sur les nceuds d"un réseau carré ou bien
hexagonal? Un résultat indépendant
du type de réseau est particulierement
intéressant, car cela laisse penser qu’il
reste vrai pour le phénomeéne réel.

On peut interpréter I’exposant
11/32 en termes de non-intersection
de chemins auto-évitants. Placons deux
chemins auto-évitants de méme lon-
gueur 7, choisis au hasard parmi les
a, possibilités, au méme point d’ori-
gine et évaluons la probabilité pour
que les deux chemins ne se coupent
pas. Ainsi que nous le voyons ci-contre,
les deux chemins sont disjoints si et
seulement si leur réunion forme un
chemin auto-évitant de longueur 2.
Parmi les (a,)? chemins (pas nécessai-
rement auto-évitants) que I'on peut
construire avec les deux tracés, seuls
a,, ne possédent pas d’intersection ;
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2. LE NOMBRE DE CHEMINS AUTO-EVITANTS

2c

2b

2d

2a

2e

c omptons les différents tracés d'un
chemin auto-évitant constitué de
n segments. Puisqu’il ne peut reve-
nir sur lui-méme, le tracé ne peut
emprunter, a chaque nouveau seg-
ment, que trois directions parmi les
quatre autorisées par le réseau carré.
Pour un seul segment (figure 2a), il y
a quatre possibilités ; pour deux,
12 (figure 2b) ; pour trois, 36 (figure 2c).
A chaque nouveau segment, le
nombre de tracés est multiplié par
trois. Toutefois, a partir de quatre seg-
ments, certains tracés sont interdits
par la condition d’auto-évitement
(figure 2d), de sorte que le nombre
de tracés devient inférieur a4 x 3¢V,
Ainsi, pour quatre segments, le
nombre de possibilités n’est pas 108,
mais 100. II faut faire appel aux ordi-
nateurs pour recenser les tracés for-
més d'un grand nombre de segments.

Une borne inférieure du nombre
de tracés est obtenue en dessinant des
chemins qui ne partent que dans deux
directions, par exemple le Nord et
I'Est (figure 2¢). Cette construction
engendre des tracés qui ne se coupent
pas. Comme il y a deux possibilités
pour chaque nouveau segment, dans
ce cas, le nombre de tracés est 2. Au
total, le nombre de chemins auto-évi-
tants a n segments est compris entre
2" et4x3 7D,

2f

A défaut de le déterminer exacte-
ment, nous allons évaluer le nombre
de tracés quand le chemin auto-évi-
tant devient infiniment long. Un pro-
babiliste anglais, John Hammersley,
fit, le premier, le raisonnement suivant.
Mettons bout a bout deux chemins
auto-évitants constitués respective-
ment de 1 et m segments (figure 2f). 11
se peut que la réunion des deux tra-
césne soit pas auto-évitante. Appelons
a,, le nombre de tracés auto-évitants
a n segments. Pour dénombrer les
tracés construits avec (11 + 111) segments,
il nous faut retirer, parmi les a, a, tra-
cés possibles, ceux qui sont auto-évi-
tants. Nous en déduisons quea,, ., est
inférieur ou égalaa,a, .

Egalisons n a m dans l'inégalité
a, .2 aa,et élevons a la puis-
sance 1/2n. Nous voyons que
(a,, )" 2 (a )", ce qui signifie que la
valeur de la suite (2,)/" au rang n est
supérieure ou égale a celle au rang
2n. La suite décroit quand n progresse
le long des puissances de deux et est
minorée par deux. Le long des puis-
sances de deux, elle converge donc
vers un nombre y supérieur a 2, dont
on ne connait pas la valeur exacte.
Puisque a, est inférieur a 4 x 3", »
est inférieur a 3. Plus généralement,
onmontre quela suite (2 )" elle-méme
converge vers y. En conséquence,
quand le nombre de segments tend
versl'infini, le nombre de tracés auto-
évitants se comporte comme . On
nomme y constante de connectivité
du réseau, car elle est fonction de la
nature du réseau sur lequel évolue le
tracé : plus un noeud possede de voi-
sins, plus j estimportant. Par exemple,
il est plus grand pour un réseau carré
que pour un réseau en nid d’abeille.
IIn’existe pas de formule explicite de
i pour le réseau carré ; on la calcule
numériquement. On a aujourd hui une
estimation a une dizaine de décimales :
y est égal a 2,6381585...




ne courbe fractale est une courbe

qui conserve le méme aspect quelle
que soit I’échelle a laquelle on la
regarde. L'exemple type en est une
cote rocheuse. La cote bretonne vue
a I’échelle de la région ou a celle de
la pointe du Raz présente toujours les
mémes irrégularités. Comment mesu-
rer la longueur des cdtes si en s’en

regle qu’on utilise

pour mesurer la lon-

gueur, les résultats

different! Pour éviter

cet écueil, on définit

une dimension frac-

tale qui représente

comment lalongueur

de la courbe varie

avec la taille de la

regle : enréduisantla

taille dela regle dun facteur X, lalon-
gueur de la courbe s’accroit d'un
facteur X a la puissance d, d étant la
dimension fractale. La dimension
fractale est une mesure de la «rugo-
sité» de la courbe : plus la courbe est
sinueuse, plus grande est sa dimen-
sion fractale. Une courbe lisse a une
dimension fractale égale a un.

3. LA DIMENSION FRACTALE

approchant de plus itérations. Avec une
en plus, de nouveaux regle dela taille de la
détails apparaissent : premiere aréte, lalon-
selon la taille de la gueur de la partie de

En revanche, examinons la courbe
fractale de Von Koch, construite par
itération a partir d’une étoile a six
branches (dont une seule est repré-
sentée sur la figure) : chaque aréte
est divisée en trois et le segment du
milieu est remplacé par deux des
arétes d'un triangle équilatéral. Nous
avons représenté iciles trois premieres

courbe représentée

estégalea quatre, tan-

dis qu’avec une regle

trois fois plus courte,

la longueur est égale

a 16. Comme trois a

la puissance 1,26 est

égal a quatre, la di-

mension fractale de

la courbe de Von

Koch est égalea 1,26.

La longueur d’un chemin auto-

évitant mesurée avec une regle de la

taille d"un segment est, par définition,

égale aunombre de segments 1. Mesu-

rée avec une regle de la taille typique

du tracé, la longueur est égale a un.

La taille typique valant n3/4,1a dimen-

sion fractale du chemin auto-évitant
est égale a 4/3.

autrement dit, la probabilité de non-
intersection est égaleaa,, /(a,)*. En uti-
lisant I'expression de a, prédite par
B. Nienhuis, nous établissons que la
probabilité est de 1’ordre de grandeur
de n~11/32 et en concluons que l'expo-
sant 11/32 décrit la vitesse a laquelle
décroit la probabilité de non-intersec-
tion entre deux tres longs chemins auto-
évitants aléatoires.

La taille des chemins
auto-évitants

Penchons nous maintenant sur la
seconde interrogation de Grégoire :
quelle est la taille moyenne d"un che-
min aléatoire auto-évitant? Par taille
moyenne, nous entendons la distance
moyenne entre les deux extrémités du
tracé. Nous calculons lamoyenne d"une
grandeur en multipliant chacune des
valeurs possibles de cette grandeur par
la probabilité d’obtenir cette valeur.
Nous allons voir que, selon la stratégie
employée par Grégoire pour construire
les tracés, la probabilité d’avoir tel ou

tel tracé differe et, par conséquent, la
taille moyenne également.

La premiére stratégie, naturelle du
point de vue des applications physiques
et chimiques, mais en pratique diffi-
cile a réaliser pour Grégoire, revient a
choisir un chemin auto-évitant au
hasard parmi tous les 4, chemins auto-
évitants différents. Tous les tracés sont
équiprobables. La taille moyenne d"un
tracé est alors la somme des distances
bout a bout de tous les chemins auto-
évitants de méme longueur divisée par
le nombre total de chemins.

Un trajet auto-évitanta n pasne va
pas a une distance plus grande que n
du point de départ. Par ailleurs, il visite
n points différents. La maniere la plus
compacte de placer ces n points
consiste a remplir un disque de rayon
d’environ Vn /. La taille moyenne est
donc comprise entre \n/m et n. Aprés
la suggestion faite par Paul Flory pour
les polymeres (voir la figure 4), en 1982,
par une méthode de mécanique sta-
tistique, B. Nienhuis prédit qu’elle
est de l’ordre de n a la puissance 3/4.

Quand sa longueur est tres grande,
un chemin auto-évitant forme des
méandres de toutes tailles et conserve
le méme aspect d’"une échelle a une
autre. Il ressemble a une courbe fractale
dont une des caractéristiques est la
dimension fractale qui exprime com-
ment la longueur de la courbe varie en
fonction de la taille de la regle dont on
se sert pour la mesurer (voir la figure 3).
La dimension fractale estlinverse dela
puissance intervenant dans la taille
typique d"un tracé. La taille typique
est la taille qu’on observe majoritaire-
ment en tirant un long chemin auto-évi-
tantau hasard ; en principe, elle pourrait
étre, mais on pense que ce n’est pas le
cas, notablement plus petite que la taille
moyenne a cause de la contribution de
chemins tres longs, mais exceptionnels.
Elle est du méme ordre de grandeur que
la taille moyenne. On en conclut que
la dimension fractale est 4/3.

Mathématiquement, on ne sait
démontrer ni cette dimension ni 1’ex-
posant de non-intersection décrit plus
haut. Toutefois, avec Greg Lawler et
Oded Schramm, nous avons construit
mathématiquement une courbe aléa-
toire plane qui doit étre en principe la
limite des chemins auto-évitants tirés
au hasard quand le nombre 7 de pas
tend vers l'infini. Cette courbe se dis-
tingue des chemins auto-évitants
notamment par le fait qu’elle n’évolue
pas sur un réseau. On montre que la
dimension fractale de cette courbe est
effectivement 4/3 et que I'exposant de
non-intersection est 11/32.

Nous pouvons donc répondre a la
question de Grégoire sur la taille
moyenne d'un chemin auto-évitant.
Avec 100 rails de dix centimetres cha-
cun, Grégoire construit une voie de
chemin de fer de taille environ égale
a dix fois 1003/ centimetres, soit de
I'ordre de trois metres.

Considérons maintenant une
maniere plus naturelle pour Grégoire
de construire son tracé. Il choisit a
chaque pas une des directions possibles
au hasard, en éliminant celles ot1 le tracé
se referme sur lui-méme. Dans cette
construction, tous les chemins auto-évi-
tants possibles ne sont pas équipro-
bables. Par exemple, la probabilité de
tracer un chemin tout droitestde (1/3)",
tandis que celle d’obtenir tel ou tel
chemin tortueux est plus grande, car, la
ol le tracé se referme sur lui-méme,
moins de trois placements différents des
rails sont possibles. Puisque cette stra-
tégie avantage les chemins tortueux, on
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es pionniers des chemins auto-évitants ont été des phy-
I. sico-chimistes qui travaillaient sur les polymeres. Les
polymeres sont des chaines moléculaires constituées par
larépétition d'un grand nombre de molécules identiques,
nommeées monomeres. Quand le polymere est plongé dans
un liquide au fort pouvoir de dissolution, il se déplie et
est libre de ses mouvements. Soumis a l'agitation ther-
mique, il adopte alors au cours du temps toutes les confi-
gurations possibles du chemin auto-évitant
(contrairement aux voies de chemin de fer, le polymere
n’est pas restreint a se déplacer sur un réseau, de sorte
que le nombre de configurations permises est infini).
En moyenne dans le temps, la distance bout a bout du
polymeére est calculée comme la moyenne des distances
bout a bout de toutes les configurations possibles
prises par le polymere. Dans les années 1940, P. Flory a
estimé |'énergie d"un polymere dans chacune des confi-
gurations et conjecturé que la distance bout a bout
moyenne d'un polymére comportant 7 monomeres est
nalapuissance 3/4. Nous savons depuis les années 1970
que le raisonnement développé par P. Flory était physi-
quement faux, mais a abouti au bon résultat.

L’'intérét des chemins auto-évitants en physique ne
se limite pas a la modélisation des polymeéres. Les che-
mins auto-évitants ont pris une importance capitale au
cours des deux derniéres décennies dans la théorie des
transitions de phase. Une transition de phase est le pas-
sage d’un corps d’un état physique a un autre. Pre-
nons, par exemple, la transition magnétique du fer qui,
lorsque sa température est inférieure a 771 °C, s’aimante
spontanément. Au-dessus de cette température, dite de

«Curie» en hommage a Pierre Curie
5 qui étudia les propriétés thermodyna-
\;ﬁ miques des aimants, l’agitation ther-

TRANSITION DE PHASE dans une couche de phospholipides. Les
phospholipides sont des molécules constituées d’une téte amphi-
phile et d’une ou de plusieurs queues hydrophobes. Des phospho-
lipides DMPC sont ici déposés a la surface de I’eau et forment,
dans certaines conditions de température et de densité, une couche
ou sont présentes deux phases fluides : I’'une, bleue foncée, ol
les queues sont verticales et I’autre, bleue claire, ol les queues
sont libres de leur mouvement. Sur la photographie, on voit I'in-
variance d’échelle : des zones de toutes tailles coexistent.

L. Kildemark, O. G. Mouritsen, Université Technique du Danemark, Lyngby

4. LES CHEMINS ALEATOIRES DANS LES TRANSITIONS DE PHASE

SIMULATION D’UN MATERIAU FERROMAGNETIQUE i la tempéra-
ture de Curie. Les carrés rouges représentent les spins qui pointent
vers le haut et les blancs, ceux vers le bas. Le trait noir, qui dessine
le contour d’un amas de spins de méme sens, est un chemin aléa-
toire, auto-évitant a I’échelle du réseau, de dimension fractale 5/3.

mique détruit ’aimantation. On retrouve l’apparition
d’une aimantation spontanée dans de nombreux maté-
riaux : on nomme ces matériaux des «ferromagnétiques».
Dans un aimant, il existe des petits aimants élémentaires,
de valeurs égales, mais de directions différentes. Au-des-
sus de la température de Curie, I’agitation thermique
gagne devant l'interaction entre les aimants, qui les
pousse a s’aligner ; a l'intérieur de ’échantillon, il y en
a autant qui pointent vers la gauche, vers la droite, vers
le haut et vers le bas, de sorte que I’aimantation totale
est nulle par effet de moyenne. Au-dessous de la tem-
pérature de Curie, I’agitation thermique ne détruit pas
compléetement I’alignement souhaité par les aimants, et
l'aimantation totale n’est pas nulle. A trés basse tempé-
rature, toutes les directions sont alignées, et 'aimanta-
tion totale est maximale. A la température de Curie, il
n’existe pas de taille type pour les zones o1 I'aimanta-
tion est uniforme. Au contraire, toutes les échelles entrent
en jeu, de la taille atomique des aimantations élémen-
taires jusqu’a la dimension du barreau.

Ces résultats ressortent de 1’étude de la fonction de
corrélation entre spins, qui est une mesure de 1’effet d'un
spin sur un autre. Au-dessus de la température de Curie,
les spins n’ont pas d’effet I'un sur 1’autre : la fonction de
corrélation entre spins est nulle. A trés basse température,
un spin qu’on amenerait a se retourner entrainerait tous
les autres avec lui dans sa rotation :la corrélation est maxi-
male. Plus les amas de méme spin sont grands, plus les
corrélations entre spins sont importantes. A deux dimen-
sions, la frontiere d'un amas de spins de méme sens est
un chemin aléatoire. Ce chemin est auto-évitant a l’échelle
du réseau, mais peut perdre cette caractéristique quand
le nombre de spins tend vers l'infini. On a montré que la
fonction de corrélation entre spins est fonction des che-
mins aléatoires qui relient les spins. A la température de
Curie, les amas sont de toutes les tailles et il faut sommer
sur tous les chemins aléatoires possibles pour évaluer les
corrélations. Dans le cas de la transition ferromagnétique,
il est prédit que la dimension fractale de l'interface entre
deux domaines magnétiques est 5/3.
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i un marcheur avance de fagcon

hasardeuse en choisissant la direc-
tion prise a chaque nouveau pas aléa-
toirement parmi les quatre points
cardinaux, apres n pas, 4" chemins se
seront offerts a lui. Peut-étre le mar-
cheur est-il allé toujours tout droit dans
la direction Nord, mais la probabilité
que cela se produise décroit vite avec
n (elle est égale a 1/4"). Le théoreme
dit de la «limite centrale» évalue la
position du marcheur lorsque 7 est
grand : apres n pas, le marcheur se
trouve a une distance de I'ordre de
grandeur deVn du point de départ. Le
théoreme prévoit qu'apres 10 000 pas,
la probabilité pour que le marcheur se
trouve a une distance plus grande que
150 est plus petite que cing pour cent.
Les sondeurs utilisent un principe
similaire pour déterminer les marges
d’erreurs dans les sondages. Lorsque
n tend vers 'infini, la trajectoire aléa-
toire ressemble de plus en plus a une
trajectoire continue aléatoire nommée
mouvement brownien plan.

Le mouvementbrownien a été mis
en évidence par le botaniste écossais
Robert Brown en 1827 lors d"une étude
au microscope du processus de ferti-
lisation d'une nouvelle espece de fleur.
Il décritle mouvementincessant d'un
grain de matiere, par exemple un grain
de pollen, en suspension dans un
liquide. On découvrit au début du
XX¢ siecle, notamment grace aux tra-

sentée dans la figure 1.

5. LE MOUVEMENT BROWNIEN

vaux d’Albert Einstein, que ce mou-
vement était la résultante des fluc-
tuations des chocs des molécules du
liquide sur le grain de matiere. Dans
un liquide, les molécules sont en per-
pétuelle agitation et viennent percu-
ter le grain de matiére. On pourrait
penser que, vu la différence de taille
entre les molécules et le grain de
matiere, la résultante des chocs serait
nulle, maisiln’en n’estrien . En notant
la position du grain en fonction du
temps, on voit qu'il décrit une trajec-
toire aléatoire pouvant changer de
direction a chaque instant.

Le mouvement brownien est a
l'origine du mécanisme de diffusion
dans unliquide. Un morceau de sucre
dans un verre d’eau se dissout, puis
se répartit a densité égale dans tout
le volume du verre. Les multiples chocs
des molécules d’eau sur les molécules
de sucre dispersent celles-ci dans le
volume d’eau.

Le mouvement brownien est éga-
lement utilisé en mathématiques finan-
cieres pour modéliser 1’évolution
chaotique des cours de la bourse.

Dans le mouvement brownien, les
quatre directions Nord, Sud, Est et
Ouest ne jouent plus de role particu-
lier : le mouvement brownien est iso-
trope et admet des propriétés
d’invariance par transformation
conforme utiles pour déterminer les
propriétés des marches aléatoires.

MOUVEMENT D’UNE PARTICULE MICROSCOPIQUE EN SUSPENSION DANS L’EAU des-
siné d’apreés les observations faites par le physicien Jean Perrin en 1912 : les points angu-
leux de la ligne brisée représentent les positions de la particule toutes les 30 secondes ;
J. Perrin a noté que de tels graphiques «ne donnent qu’un faible apercu de I’extraordi-
naire discontinuité de la trajectoire réelle». En effet, en repérant plus fréequemment la
position de la particule, on verrait une trajectoire brownienne analogue a celle repré-

s’attend a ce que la dimension fractale
obtenue a la limite des longs chemins
soit plus grande.

Il existe un systeme physique auquel
ce chemin aléatoire est relié. Il s’agit
de la percolation qui désigne la possi-
bilité pour un fluide de circuler a tra-
vers un réseau de pores connectés a
I'intérieur d"une roche. Dans certaines
conditions et a deux dimensions, la fron-
tiere de la surface couverte par le fluide
est un chemin auto-évitant. Bertrand
Duplantier et Hubert Saleur ont conjec-
turé que la dimension fractale de cette
frontiere est 7/4. Grace aux recher-
ches du mathématicien Russe Stani-
slav Smirnov (qui vient de recevoir le
prix Clay de la recherche pour ses tra-
vaux) et a nos travaux avec G. Lawler
et O. Schramm, ce résultat a été récem-
ment démontré mathématiquement
dans le cas du réseau en nid d’abeille.

La stratégie
des boucles effacées

A la fin des années 1970, G. Lawler a
inventé une troisieme stratégie pour
construire un chemin auto-évitant. 11
s’agit de la stratégie des boucles effa-
cées qui consiste a piocher les rails
un par un, a les mettre bout a bout et,
quand le circuit se recoupe, a retirer
la boucle formée par les rails. On
obtient ainsi un tracé nommé marche
aléatoire a boucles effacées. Avec cette
stratégie, Grégoire ne batit pas un che-
min auto-évitant au hasard de maniere
uniforme, certains tracés étant plus
probables que d’autres. Les physiciens
théoriciens ont étudié les marches aléa-
toires a boucles effacées, car elles s’ave-
rent aussi reliées a des systéemes de
physique statistique, et S. N. Majum-
dar a prédit que la distance typique
entre le point de départ et le point d’ar-
rivée avec n rails est del’ordre de gran-
deur de n*/>lorsque 1 croit vers l'infini.
Lamarche aléatoire a boucles effacées
«se déplie» plus que la marche auto-
évitante uniforme. En 1998, Richard
Kenyon démontra mathématique-
ment cette prédiction en exploitant,
entre autres, le lien entre les marches
aléatoires a boucles effacées et la
manieére de carreler une portion du
plan avec des dominos (voir Les théo-
rémes de I'impossible, par lan Stewart,
Pour la Science, février 2000).

Nous allons maintenant, pour un
moment, oublier les chemins auto-évi-
tants et nous tourner vers les marches
aléatoires autorisées a se couper.
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Les marches aléatoires

Deux personnes errent au hasard dans
un Manbhattan infini (ol1, ainsi que dans
beaucoup de villes américaines, les rues
se croisent a angle droit). Elles effec-
tuent chacune une marche aléatoire
dansle réseau formé par les rues. Elles
sont parties du méme endroit, et nous
voulons déterminer la probabilité p,
qu’elles parcourent des chemins quine
se coupent pas. Dans cet exemple, n
ne désigne pas le nombre de pas effec-
tués par les marcheurs, mais lenombre
de carrefours traversés. Au bout d'un
temps infiniment long, leurs chemins
se croisent obligatoirement : la proba-
bilité de non-intersection tend vers zéro
quand les trajets parcourus sont infi-
niment longs. La question est de savoir
a quelle vitesse.

Michael Aizenman, chercheur a
la double casquette de physicien théo-
ricien et de mathématicien, a promis
en 1984 une bouteille de vin frangais
millésimée d’une grande année a qui
déterminerait cette probabilité. En
1988, B. Duplantier et K.H. Kwon pré-
dirent que la probabilité décroissait
comme 1'% Avec G. Lawler et
O. Schramm, nous avons démontré
récemment cette prédiction. Il est a
noter que la preuve mathématique uti-
lise des outils différents des arguments
de la physique théorique, tels que le
mouvement brownien, ’analyse com-
plexe et I'invariance conforme. Ce
résultat ne dépend pas du réseau uti-
lisé, carré ou hexagonal.

Le chemin auto-évitant,
enveloppe du brownien

L'étude des exposants d’intersection
des marches aléatoires est plus acces-
sible mathématiquement que celle des
chemins auto-évitants car lorsque n
croit vers l'infini, on sait décrire un
objet aléatoire vers lequel la marche
aléatoire converge : le mouvement
brownien (voir la figure 5). Nous pou-
vons ainsi relier les exposants a cer-
taines propriétés de la trajectoire
brownienne plane. En particulier, la
détermination d’un exposant dit de
disconnexion prouve la conjecture for-
mulée par Benoit Mandelbrot au début
des années 1980, qui devina, dans !'en-
veloppe d'une trajectoire brownienne,
un chemin auto-évitant.

Faisons évoluer une trajectoire brow-
nienne dans un plan et attendons qu’elle
repasse pres de son point de départ (cela
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6. LA BOUTEILLE DE VIN mise en jeu en 1984 par Michael Aizenman pour la détermination
de la probabilité de non-intersection de deux marches aléatoires. Cette bouteille a été débou-
chée en 2001, a I'occasion d’un congrés pour célébrer la formule (1,1) = 5/4. On recon-
nait les signatures, dans I'ordre des aiguilles d’une montre a partir d’en haut a gauche, de
B. Duplantier, G. Lawler, W. Werner, M. Aizenman et 0. Schramm.

peut étre long, mais soyons patients, ca
finira par arriver). Cette courbe (voir Ia
figure1), puisqu’elle est presque fermée,
définit une surface. Tragcons-en le contour
en gras. B. Mandelbrot fit une analogie
entre ce contour etles chemins auto-évi-
tants et prédit que les deux types de
courbes partagent la méme dimension
fractale, c’est-a-dire 4/3 (on avait déja
conjecturé que la dimension fractale des
chemins auto-évitants était 4/3). En
1998, a partir de certains résultats
quenous avions obtenus avec G. Law-
ler, B. Duplantier a utilisé le formalisme
dit de «gravité quantique» (formalisme
destiné a comprendre comment la gra-
vité se comporte a petite échelle) pour
donner une justification physique a la
conjecture de B. Mandelbrot et a celle de
I’exposant de non-intersection des
marches aléatoires. En 2000, avec
G. Lawler et O.Schramm, nous
publiions une démonstration mathé-
matique de ce résultat.

Nous avons également démon-
trer que, localement, le contour brow-
nien ressemble a s’y méprendre a la
seule limite possible des longs chemins
auto-évitants que nous avions évoquée
plus haut. Ceci peut paraitre surpre-
nant : le contour brownien est la fron-
tiere extérieure d’une surface.
Regardons une carte de la Bretagne ot

n’apparaitraient que les contours de
la cote. Grace au dessin des embou-
chures des fleuves, nous serions en
mesure, pour n’importe quel point
de la cote, de préciser de quel coté du
tracé se trouvent le continent et la mer.
On pourrait penser qu’il en est de
méme pour le contour brownien et
qu'il est possible, en observant une par-
tie de celui-ci, de deviner de quel coté
se situe la trajectoire brownienne. Puis-
qu'un chemin auto-évitant a exacte-
ment le méme aspect vu d'un coté ou
del'autre, notre résultat montre que le
contour brownien posséde cette pro-
priété de symétrie.

Notons avant de conclure que cette
courbe auto-évitante fractale construite
avec G. Lawler et O. Schramm peut
étre interprétée comme la maniere
naturelle de choisir au hasard parmi
toutes les possibilités un chemin auto-
évitant dans le plan. Cette courbe joue-
raitle méme role vis-a-vis des chemins
auto-évitants que le mouvement brow-
nien vis-a-vis des marches aléatoires.

Les chemins auto-évitants, aussi
simple soit leur construction, cachent,
du point de vue de la physique théo-
rique et du point de vue mathéma-
tique, des problemes profonds dont
les solutions utilisent des arguments
assez élaborés issus de domaines aussi



ne transformation d"une partie du

plan dans une autre qui conserve
les angles est nommée une transfor-
mation conforme. Des exemples
simples sont la translation ou 1’ho-
mothétie. En voici un autre. Prenons
un rectangle délimité dans le plan
par les points {l( r,,0), B(1,,0), C(r,, m/2)
et D(r;, 7/2). A chaque point M(r, 6)
de cerectangle, associons un point M’
situé a distance exp(r) de l'origine O
du repere et tel que la droite (OM’)
fasse un angle 6 avec 'axe des abs-
cisses. L'image du rectangle est un
quart de couronne comprise entre les
cercles derayon exp(r,) etexp(r,). Cette
application est une transformation
conforme :I'image d'une intersection
orthogonale (celle entre les segments
AB et AD) est une intersection ortho-
gonale (I'arc de cercle A’D’ croise avec
un angle droit le segment A’B’).
D’apres un théoreme dit de Riemann,
il existe toujours une transformation
conforme qui relie deux domaines
quelconques du plan.

I 'y

avec I’axe des abscisses.

7. LES TRANSFORMATIONS CONFORMES

EXEMPLE DE TRANSFORMATION CONFORME. L’image d’un point M(r, 6) est un point
M’ situé a la distance exp(r) de I'origine et pour lequel la droite (OM’) fait un angle 6

On peutnoter que l'exemple pré-
cédent s’interprete en termes de
nombres complexes. En écrivant M
sous la forme du nombre complexe
z égal a r + 16, 'image de M, M’, est
située au nombre complexe z" égal a
I'exponentielle de z : exp(r). Ce lien
entre les transformations conformes
et les fonctions complexes rend
d’une certaine facon les problemes
a deux dimensions plus féconds
qu’en dimension supérieure (les
exposants de non-intersection asso-
ciés aux chemins auto-évitants dans
I’espace ne sont pas a priori des
nombres remarquables).

Les transformations conformes
sont utiles pour déterminer les pro-
priétés dumouvementbrownien. Par
exemple, on évalue la probabilités de
non-intersection entre deux trajectoires
browniennes en projetant par trans-
formation conforme les zones non
explorées par une des trajectoires sur
un domaine a la géométrie plus simple
grace au théoréeme de Riemann.

exp(ry)

exp(r,)

variés que la théorie des transitions
de phase, la gravité quantique ou
encore la théorie conforme des
champs. Bien que physiciens et
mathématiciens traitent les mémes
probléemes, leur maniere de les
résoudre differe. De nombreux résul-
tats admis en physique théorique sont
des problemes ouverts en mathéma-
tiques. Cependant, l'interaction entre
les idées et les résultats des mathé-

maticiens et des physiciens théori-
ciens a été extrémement fructueuse
pour les deux disciplines lors de ces
dernieéres années, et c’est dans cet
esprit que nous avons débouché avec
B. Duplantier, O. Schramm et G. Law-
ler, al’occasion d’un congres en 2001
réunissant mathématiciens et physi-
ciens, le cru mis en jeu par M. Aizen-
man pour la détermination des
exposants d’intersection.

Wendelin WERNER est professeur al'Uni-
versité Paris-Sud et membre du Dépar-
tement de mathématiques d’Orsay. Nous
remercions B. Duplantier pour Iaide ami-
cale qu’il nous a apportée.
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