Poincaré savait il y a un peu moins d'un siécle
que le fait d’étre simplement connexe
caractérise topologiquement la sphére parmi
les surfaces de I'espace. Autrement dit, si une
surface (fermée) de I'espace est simplement
connexe, elle peut étre déformée continiment

LA CO N J E CT U R E D E PO I N C ARE Er:\lsadsé’;gfr::tion continue peut étre assimilée

a ce que l'on est capable de réaliser avec de
la pate a modeler, sans couper une boule de
< pate en deux.

Poincaré posa en 1904 la question suivante :
« La sphere est le seul espace e

la sphére 3-dimensionnelle de I'espace a 4

dimensions, ou plus généralement la sphére

n-dimensionnelle.

tridimensionnel fermé dépourvu Gz e |
de trous. »

dimensions est homéomorphe a la sphére n-
dimensionnelle?

Prenez une pomme, et imaginez un ruban autour de
cette pomme. En faisant glisser le ruban tout
doucement, il est possible de le comprimer en un point
de la pomme, sans couper le ruban ni le faire quitter la
surface de la pomme.

Bien sdr, il faut étre un petit peu mathématicien
pour comprendre ce que peut étre la sphére
dans I'espace a 4, 5 ou plus, dimensions. Et
bizarrement, ce probléme a été plus simple a
résoudre pour les valeurs de n supérieure a 4.
Il fut en effet résolu par Zeeman, Stallings et
Smale pour n>4 vers 1961-1962, puis par
Freedman en 1982 pour n=4. Ce fut plus
simple a résoudre certes que le cas n=3, mais
cela valut tout de méme a Freedman la
médaille Fields!

Prenez maintenant un
anneau, et imaginez un
ruban enfilé autour de
I'anneau. Cette fois, il est
impossible, sans couper le
ruban ou I'anneau, de
réduire juste par glissement
et compression le ruban en
un point. En langage
mathématique, on dit que la
pomme est une surface
simplement connexe, alors
que I'anneau ne l'est pas.

La conjecture initiale de Poincaré (le cas n=3)
restait donc i etle Clay {
Institute la choisit en I'an 2000 parmi les 7
problémes du millénaire dont la résolution est
primée 1 million de dollars. Il semblerait que le

icien russe Grigori P , du
prestigieux Steklov Institute of Mathematics de
Saint-Petersbourg, ait produit récemment une
preuve de la conjecture de Poincaré.

La forme de I'univers

La résolution de la conjecture pourrait étre d'une grande aide pour
les chercheurs en astronomie et permettrait de comprendre la
forme de I'univers. Ainsi, en octobre 2003, une équipe franco-
américaine se basant sur |'étude des rayonnements
cosmologiques avait publié dans la revue Nature un nouveau
modeéle. Celui-ci correspondait a I'espace de Poincaré : un
dodécaedre composé de 12 pentagones dont les faces opposées
sont abstraitement liées entre elles. Autrement dit, sortir de cet
espace par une face signifie y re-rentrer par la face qui lui est
associée. Bouteille de Klein

Plus précisément, Perelman aurait résolu une
conjecture encore plus générale que la
conjecture de Poincaré, a savoir la conjecture
de Thurston. Cette conjecture donne les huit
géomeétries possibles pour les espaces a trois
dimensions. Parmi celles-ci, citons I'espace
euclidien habituel, 'espace hyperbolique, la
sphére de dimension 3, les cylindres obtenus a
partir de la sphére usuelle de dimension 2 ou
du plan hyperbolique.




